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PréfaceLorsque S. Eilenberg et S. MacLane ont publié, en 1945, leur General Theory of NaturalEquivalences, marquant ainsi le coup d'envoi de la théorie des catégories, ce texte a provoquédans la communauté mathématique d'alors des réactions vives et contrastées. La puissancedes moyens utilisés a fait déclarer à N. Steenrod que jamais aucun texte n'avait plus in�uencésa pensée que celui-ci. D'un autre côté, la simplicité des raisonnements présentés a provoquéle dédain de P.A. Smith, par exemple, qui a prétendu n'avoir jamais rien lu de plus trivial detoute sa vie...Rétrospectivement, on peut dire que les deux réactions étaient justi�ées. En e�et, undemi-siècle plus tard, les concepts catégoriels ont pris une telle importance dans le langagemathématique qu'ils sont devenus tout à fait irremplaçables. Pourtant, la merveilleuse simpli-cité des preuves maniant ces concepts permet d'oublier, �nalement, que cette théorie comprendautre chose que des dé�nitions 1.Néanmoins, il n'est pas facile de contempler la simplicité et la puissance des catégories. Ene�et, la théorie est d'une très grande abstraction et ceci rebute le néophyte. Pour remédier àcela, certains auteurs ont tenté de présenter cette matière de manière intuitive et informelle.Malheureusement, cette méthode ne permet généralement pas d'accéder à toute la puissancedes notions catégorielles, car celle-ci repose justement sur l'abstraction.D'autres ouvrages, destinés généralement aux mathématiciens, renoncent résolument àtoute forme de compréhension intuitive pour une présentation purement formelle, dans laligne �Bourbaki�. Cette approche est généralement incompréhensible pour qui n'a pas unesolide culture mathématique.Le désarroi de J. Sallantin ([Sal97]) montre bien la di�culté de faire une bonne présentationdes bases de la théorie des catégories :Quand on veut apprendre à ses lecteurs les catégories, on leur enseigne lesdiagrammes canoniques des égalisateurs, des limites, des produits cartésiens et onleur montre les relations qui les lient [...]Et on n'a plus de lecteurs !Pourtant, de plus en plus de gens dans les disciplines scienti�ques les plus diverses voientdans la théorie des catégories un langage puissant et prometteur. Il devient donc nécessaired'ouvrir le dialogue et de mettre les outils catégoriels à la disposition du monde scienti�que.En échange, les mathématiciens pourraient bien découvrir une richesse insoupçonnée dansl'application de concepts qu'ils croient connaître...Le but de mon mémoire est de proposer une introduction abordable mais précise à la théoriedes catégories. Destiné à des scienti�ques, mais pas forcément mathématiciens, ce texte est1. Apprenant que j'écrivais un mémoire sur la théorie des catégories, plusieurs de mes collègues ont répondu :�Ah, bon, c'est une théorie?�



6avant tout constitué d'une présentation formelle des concepts catégoriels. Cependant, les idéesles plus importantes sont également abordées sous un angle plus intuitif, qui devrait vouspermettre de mieux les sentir sans perdre l'abstraction qui fait leur force.La première partie de ce texte présentera les notions essentielles de la théorie. Les bases(catégories, foncteurs, transformations naturelles, limites, ...) seront présentées assez en dé-tail ; puis viendra une introduction plus succincte à quelques concepts sophistiqués commel'adjonction, les catégories cartésiennes closes ou les topoi.La deuxième partie illustrera ces notions par une introduction à la théorie des systèmesévolutifs avec mémoire de A. Ehresmann et J.-P. Vanbremeersch. Ceci permettra de voircomment les concepts abstraits de la première partie peuvent trouver une signi�cation endehors des mathématiques.Si vous n'êtes pas mathématicien, il est vraisemblable que la lecture de ce mémoire vousdemandera quelques e�orts ; cependant, mon but tout au long de la rédaction a été de réduireces e�orts autant qu'il m'était possible de le faire. Si cela pouvait vous aider à entrer dans lemonde fascinant des catégories... j'en serais comblé.RemerciementsJe tiens à remercier U. Suter et J.-P. Müller, codirecteurs de mémoire, de leur disponibilitéet de l'aide qu'ils m'ont apportée, chacun dans son domaine, tout au long de la conception dece texte.Merci aussi au groupe de recherche de J.-P. Müller � composé de A. Berner, F. Bourquin,Y. Faihe et L.-L. Salvador � pour avoir courageusement écouté mes exposés sur certainesparties de ce mémoire. Leurs remarques, questions et commentaires à ces occasions m'ont aidéà rendre ce texte aussi clair et cohérent que possible.Merci également à G. Cerrito, qui n'a pas ménagé sa peine pour me fournir les documentsdont j'avais besoin pour ma rédaction � et qui m'a toujours patiemment rappelé les délais derédition des ouvrages empruntés, m'évitant ainsi un explosion des frais d'amende...En�n, un grand merci à Barbara Minder pour son constant soutien moral pendant larédaction de ce mémoire, et pour sa patience lorsque mon enthousiasme me poussait à lui parlertoute une soirée durant des �nesses d'une théorie dont elle ne connaissait pas les rudiments...
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Chapitre 1Préliminaires1.1 PrésentationComme je l'ai dit dans la préface, on attribue la paternité de la théorie des catégories àEilenberg et Mac Lane, dans les années 40. Il serait cependant injuste de négliger les contribu-tions importantes de nombreux autres mathématiciens comme Kelly, Lawvere, Kan, Yoneda,Ehresmann et bien d'autres.Cette théorie a très vite rencontré un grand succès parmi les mathématiciens, qui l'ontrapidement intégrée à leur vocabulaire ; en e�et, il s'est avéré que les catégories fournissent uncadre adéquat pour généraliser des opérations très courantes en mathématiques. La théoriedes catégories se présente donc comme une théorie uni�catrice en mathématiques : plutôt quede dé�nir de nombreuses notions similaires pour les ensembles, les groupes, les anneaux, lesespaces vectoriels, les espaces topologiques, etc., on dé�nit une notion pour les catégories quicomporte toutes les autres comme cas particuliers.Un peu plus tard, Lawvere a même proposé d'utiliser cette théorie comme fondation desmathématiques ([Law66]). Ce texte, alliant une grande rigueur à une inventivité hors norme,a marqué plus d'un mathématicien 1.Pour un non-mathématicien, il n'est pas facile de saisir quels sont les concepts que lathéorie des catégories généralise. C'est pourquoi je présenterai au paragraphe 1.3 une démarchealgébrique typique qui trouve une généralisation directe en théorie des catégories.Depuis quelques années, la théorie des catégories commence à apparaître à l'extérieur desmathématiques. En e�et, elle présente un intérêt non négligeable pour certaines branches : ellepermet de parler d'objets non pas en termes de leur structure interne, mais en termes de leursinteractions. Les objets forment une sorte de boîte noire ; seuls leurs échanges sont accessiblesau catégoricien.Considérons par exemple le produit cartésien de deux ensembles. L'approche �classique�dé�nit le produit A � B des ensembles A et B comme l'ensemble dont les éléments sont dela forme (a; b) avec a 2 A et b 2 B. Nous verrons au chapitre 6 que la théorie des catégoriespermet de caractériser A�B uniquement à partir de ses interactions avec les autres ensembles.Mais, comme je l'ai déjà relevé, ce qui fait la force de cette théorie en fait aussi la di�culté :la théorie des catégories est TRÈS abstraite ! C'est peut-être pour cette raison qu'elle est encorepeu connue hors mathématiques.1. Par exemple, Gil Henriquès le décrit comme un texte ayant changé sa vie...



14 CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRESL'abstraction poussée à ce point-là fait peur ; pourtant, je vous encourage à faire l'e�ortdes premiers pas, car cela permet de découvrir une théorie très puissante et � à mon humbleavis � très élégante...1.2 PrérequisJ'ai essayé de rendre ce texte accessible à des non mathématiciens. Ceci dit, je suppose toutde même une culture mathématique de base concernant les ensembles et les notions relatives(fonctions, produit cartésien, injectivité et surjectivité, etc.)Il est souhaitable � pour ne pas dire indispensable � pour lire ce texte d'avoir unecertaine habitude du raisonnement abstrait. Le paragraphe 1.3 de cette introduction donneune idée du genre de langage utilisé ici. Si vous rencontrez de grandes di�cultés à la lecturede ce paragraphe, je vous conseille de vous référer à [LS97] ; ce texte, d'une grande valeurpédagogique, vous évitera de tomber dans la plupart des pièges qui guettent le débutant...La théorie présentée ici étant à la base une théorie des structures mathématiques, il estclair qu'une connaissance de celles-ci sera un atout. Ainsi, si vous êtes familier avec les groupes,les anneaux, les corps, les espaces vectoriels ou topologiques, ou d'autres structures du mêmegenre, essayez d'appliquer systématiquement les notions que je présente à ces di�érents do-maines et de voir ce que cela donne. Cependant, je ne ferai que très peu d'allusions à cesstructures et me contenterai d'utiliser celles que je dé�nis dans ce texte.1.3 MonoïdesCe paragraphe présente des notions algébriques typiques dans le cas d'une structure simple,appelée monoïde. Entrons tout de suite dans le vif du sujet :1.3.1 Dé�nition et exemplesDé�nition 1. Un monoïde est un ensemble M muni d'une opération binaire �� c'est à direune fonction � :M �M !M � associative et admettant un élément neutre.Quelques remarques s'imposent :Opération binaire On note généralement x � y au lieu de �(x; y) l'opération du monoïde.Ceci indique le projet de généraliser quelque chose comme l'addition ou la multiplication.Associativité Dire que � est associative signi�e que(x � y) � z = x � (y � z) 8x; y; z 2Met donc que l'on peut écrire x � y � z sans ambiguïté.Élément neutre Un élément neutre pour � est un élément e 2M véri�ante � x = x � e = x 8x 2M:Le chapitre 2 dé�nira la notion centrale de ce texte � celle de catégorie � qui est en uncertain sens une généralisation de celle de monoïde.Quelques exemples permettront de mieux cerner cette notion.



1.3. MONOÏDES 15Entiers naturels L'ensemble N des entiers naturels porte (au moins) deux structures cou-rantes de monoïdes : d'une part, l'addition usuelle + avec 0 pour élément neutre, et d'autrepart la multiplication habituelle avec 1 pour élément neutre. Nous appellerons ces deux mo-noïdes monoïde additif (resp. multiplicatif) des nombres naturels.Le monoïde libre élémentaire Considérons l'ensemble A� formé de chaînes de �a� delongueur arbitraire (y compris la �chaîne vide� <>)A� = f<>; a; aa; aaa; aaaa; :::g:On peut dé�nir une structure de monoïde sur A� en prenant pour opération � la concaténation ;par exemple, on a aa � aaa = aaaaa. L'élément neutre est alors la chaîne vide <>. Nousappellerons ce monoïde le monoïde libre élémentaire.Si l'on y ré�échit un peu, on se rend compte que le monoïde additif des nombres naturelset le monoïde libre élémentaire se ressemblent beaucoup. Le nom des éléments change, mais lastructure est la même. Cette situation se décrit en disant qu'ils sont isomorphes. Nous verronsau chapitre 2 une dé�nition très générale de la notion d'isomorphisme, qui englobe celle-ci.1.3.2 Homomorphismes de monoïdesUne fois que l'on a dé�ni une structure, on peut s'intéresser aux transformations qui�respectent� cette structure. Cette démarche est au centre de l'approche catégorielle.Dé�nition 2. SoientM et N des monoïdes. Une fonction f : M ! N est un homomorphismede monoïdes si elle véri�e les propriétés suivante :f(x � y) = f(x) � f(y) 8x; y 2Met f(eM ) = eN :Par exemple, la fonction qui envoie chaque élément du monoïde libre élémentaire sur salongueur est un homomorphisme si l'on considère la structure additive sur N, mais pas si l'onconsidère la structure multiplicative.Les chapitres 3 et 5 seront consacrés à deux types fondamentaux de transformations destructures : les foncteurs et les transformations naturelles.1.3.3 Produits de monoïdesSoient M et N deux monoïdes. On peut munir le produit cartésien M �N d'une structurede monoïde de la manière suivante :(x; y) � (x0; y0) = (x � x0; y � y0):L'élément neutre est alors (eM ; eN ).Le chapitre 4 proposera des constructions de ce genre pour les catégories. Nous reviendronssur ce sujet au chapitre 6, mais dans un cadre beaucoup plus abstrait et général qui englobetous ces cas particuliers.



16 CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES1.3.4 Monoïdes libresÉtant donné un ensemble E, on peut construire l'ensemble E� des �chaînes d'alphabet E�.Par exemple, si E = fa; b; cg, alors aab; abc; bcab; bbbbb sont tous des éléments de E�. On peutmunir E� d'une structure de monoïde en prenant la concaténation comme opération, commedans le cas du monoïde libre élémentaire.Le monoïde ainsi obtenu s'appelle monoïde libre sur E.Cette construction est un cas particulier d'une situation très générale, l'adjonction, quisera l'objet du chapitre 8.1.4 RemarquesLe paragraphe précédent m'a permis de donner un aperçu de presque tous les chapitresde cette première partie. Pour compléter, je dirai que le chapitre 7 présente un autre point devue sur les constructions du chapitre 6, et que les chapitres 9 et 10 forment une introductionaux rapports complexes entre logique et théorie des catégories.Deux ouvrages m'ont servi de référence pour la rédaction de cette partie théorique : d'unepart [BW90], et d'autre part [Mac71].Le premier, destiné avant tout aux informaticiens, est un remarquable ouvrage didactique.Les notions sont présentées clairement et très progressivement. Je vous recommande cet ou-vrage comme premier recours si vous désirez en savoir plus que ce qui se trouve dans montravail.Quant à [Mac71], c'est une référence incontournable de la théorie des catégories. Trèscomplet 2, ce texte est cependant d'une lecture un peu ardue pour un non mathématicien (etparfois même pour un mathématicien !)Un autre livre très recommandable me semble être [LS97]. Si mon texte ne s'y réfère quetrès peu, c'est parce que je n'en ai eu connaissance que dans les dernières semaines de marédaction...Je désire encore faire une remarque sur le style de ce travail. Une présentation mathé-matique doit bien sûr se faire dans un style formel et précis. C'est seulement ainsi que l'onpeut avoir accès à la pleine puissance de l'abstraction ; en e�et, il n'est pas rare qu'un résultatconceptuellement di�cile se démontre en deux lignes de formalisme abstrait. Cependant, siun texte se limite à ce niveau-là, il devient vite di�cile à lire (c'est par exemple le cas de[Mac71]). Comme je l'ai dit dans la préface, mon but est de combiner ces deux aspects aussiharmonieusement que possible.C'est pourquoi j'ai parsemé le texte qui suit de commentaires en petits caractères quisont là pour vous aider à sentir les concepts présentés. Ces commentaires n'ont aucuneprétention formelle et s'adressent plus à votre imagination qu'à votre raison. J'ai l'espoirqu'ils vous permettront de plus vite vous approprier les notions de ce texte.
2. Sauf bien sûr en ce qui concerne les développements récents de la théorie, comme par exemple les topoi...
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Chapitre 2Catégories2.1 Graphes2.1.1 Dé�nitionLa notion de catégorie est basée sur celle de graphe. Intuitivement, un graphe est unestructure de données permettant de représenter des liens entre des objets. Graphiquement, onreprésente généralement un graphe sous la forme de �n÷uds� et de ��èches� :B gh DA fi C jNous allons adopter une dé�nition abstraite qui se prête bien à l'utilisation en théoriedes catégories. Du dessin ci-dessus, nous ne retiendrons que l'ensemble des �n÷uds� (icifA;B;C;Dg), l'ensemble des ��èches� (ici, ff; g; h; i; jg) et une manière de trouver, étantdonnée une �èche, d'où elle part et où elle arrive. On obtient donc laDé�nition 3. Un graphe G est donné par deux ensembles N et F et deux fonctionsF sourcebut N :N � l'ensemble des n÷uds de G � est parfois noté G0 ; dans ce cas, l'ensemble F des �èchesde G est noté G1.Notons que notre dé�nition admet les �paires parallèles�, c'est-à-dire les con�gurations dela forme � �et les �oreilles�, à savoir les �èches qui partent et arrivent au même point :� :



18 CHAPITRE 2. CATÉGORIESRemarquons que l'on note courammentf : A! Bpour signi�er que f est une �èche de source A et de but B.2.1.2 ExemplesOn pourrait donner de nombreux exemples de graphes ; d'abord tous ceux que l'on peutfacilement dessiner comme les exemples ci-dessus. Ensuite des graphes plus complexes commepar exemple le plan d'un réseau de transport public ; on peut également convenir que les �èchesreprésentent les communications entre les di�érentes parties d'une organisation ; etc.Relations Un exemple un peu plus subtil (et plus mathématique) est le suivant : Soit Xun ensemble et R une relation sur X, c'est-à-dire une partie de X � X. On peut munir Xd'une structure de graphe en convenant qu'il y a une �èche entre a et b si et seulement siaRb (ce qui veut dire (a; b) 2 R). Pour se �xer les idées, on peut prendre pour X l'ensembledes nombres naturels N = f0; 1; 2; 3; :::g et pour R la relation �être plus petit que�. Alors il yaura une �èche (et une seule) de 1 vers tous les autres nombres ; une �èche de 2 vers tous lesnombres di�érents de 1 ; etc.2.1.3 Homomorphismes de graphesComme dans le cas des monoïdes, il est intéressant d'étudier les transformations de graphesqui �respectent la structure� de graphe. Mathématiquement, cela nous donne :Dé�nition 4. Soient G;H des graphes. Un homomorphisme de graphes � de G dans H, noté� : G ! H est composé d'une paire de fonctions �0 : G0 ! H0 et �1 : G1 ! H1 véri�ant lapropriété suivante : Si u : m! n est une �èche de G, alors �1(u) : �0(m)! �0(n) dans H.Un homomorphisme de graphes est donc une transformation de graphes qui �respecte� lasource et le but des �èches. Cette exigence peut être formulée dans un langage plus proche decelui des catégories : � est un homomorphisme si et seulement sisourceH ��1 = �0 � sourceGet butH ��1 = �0 � butG :Nous verrons au paragraphe 3.5 que ceci peut encore être exprimé en demandant que lesdeux �diagrammes� suivants �commutent�, c'est à dire que dans chacun d'eux les deux cheminspossibles donnent le même résultat :G1 �1source H1sourceG0 �0 H0 G1 �1but H1butG0 �0 H0Si vous n'êtes pas familier avec les notions de graphe et d'homomorphisme de graphes,je vous conseille d'étudier quelques exemples avant d'aborder les catégories proprement



2.2. CATÉGORIES 19dites. Il peut être intéressant de formuler vos propres exemples de graphes et de voir ceque signi�e un homomorphisme dans ce cas. Si vous désirez des exemples �tout prêts�,vous en trouverez de nombreux dans [BW90].2.2 Catégories2.2.1 Dé�nitionEssentiellement, une catégorie est un graphe dans lequel on peut composer les �èchesassociativement avec un élément neutre. Pour formuler ceci plus clairement, nous aurons besoind'une notation supplémentaire.Notation. Pour un graphe G, nous noterons G2 l'ensemble de ses chemins de longueur 2, oupaires composables. Plus précisément, on poseG2 = f(g; f)jg; f 2 G1 ^ but g = source fg:Les éléments de G2 sont donc des con�gurations du style� g � f � :Notons que cette notation est assez cohérente avec les G0 et G1 introduits précédemment sil'on considère Gi comme l'ensemble des chemins de longueur i dans G.On peut maintenant formuler la dé�nition de base de ce texte :Dé�nition 5. Une catégorie est un graphe C muni de deux fonctions supplémentairesid : C0 ! C1 et � : C2 ! C1;appelées respectivement identité et composition, et véri�ant les axiomes suivants 1 :C-1: source(g � f) = source f et but(g � f) = but g.C-2: (h � g) � f = h � (g � f) chaque fois que l'un des côtés est dé�ni.C-3: source(idA) = but(idA) = A pour tout objet AC-4: Pour f : A! B on a f � idA = idB �f = fOn peut illustrer graphiquement chacun de ces points pour le rendre plus clair :Composition C-1 nous dit qu'une paire composable doit se composer avec les sources et butscomme ci-dessous : � f g�f� g �1. Pour alléger l'écriture, on notera idA pour id(A) et f � g pour �(f; g)



20 CHAPITRE 2. CATÉGORIESAssociativité C-2 exige que le résultat d'une composition de plusieurs �èches ne dépendepas de l'ordre dans lequel on a composé. On peut représenter cela en exigeant que lesdeux �grandes� �èches soient égales dans� f g�fh�(g�f)(h�g)�f� g h�g� h �
Identité C-3 et C-4 exigent la présence d'une �oreille� en chaque n÷ud�qui ne �change rien� quand on la compose avec d'autres �èches.Notons que pour une catégorie, on parle plutôt d'objets que de n÷uds ; nous continueronspar contre à parler de �èches, même si une partie de la littérature catégorielle préfère le termemorphismes (pour des raisons qui apparaîtront par la suite). Nous sommes ainsi en accordavec la terminologie de [BW90].Il arrive également que les termes �source� et �but� deviennent respectivement �domaine�et �codomaine�. Nous utiliserons l'une ou l'autre des appellations suivant les cas.Avant de passer aux exemples, nous allons encore dé�nir la notation suivante :Notation. Il est souvent utile de parler de l'ensemble des �èches de l'objet A à l'objet B dansune catégorie. Nous noterons cet ensembleHom(A;B)Le Hom vient du mot �homomorphisme�. Nous reviendrons plus tard sur le pourquoi de cetteappellation.2.2.2 ExemplesJe donne ici quelques exemples de catégories courantes ; vous pourrez trouver d'autresexemples dans (presque) tous les textes parlant de catégories... [Mac71] en donne unlarge échantillon dans le domaine des mathématiques avancées. Vous trouverez aussi desexemples en rapport avec l'informatique dans [BW90].Catégories élémentaires On a vu que l'on peut donner des exemples de graphes en lesdessinant ; on peut bien sûr faire de même avec les catégories. Ainsi les dessins suivant dé-crivent complètement les catégories qu'ils représentent (nous les nommons pour les réutiliserultérieurement) :� La catégorie 1 �



2.2. CATÉGORIES 21� La catégorie 2 � �� La catégorie � � �� La catégorie 3 �� �Il faut cependant faire attention avec cette approche. Ainsi par exemple,� �ne peut pas représenter une catégorie, car il y manquerait les �èches identité. Notons qu'ilarrive tout de même que l'on omette de les représenter quand le contexte indique clairementqu'on a a�aire à une catégorie.De même, le dessin suivant ne peut représenter une catégorie, car il y manquerait lacomposition des deux �èches non identité :� � � :En�n, dans ce dernier contre-exemple, le problème est d'un autre ordre :�� �En e�et, on a implicitement représenté ici deux catégories possibles, suivant que la compositiondes �èches % et & est l'une ou l'autre des �èches horizontales 2.Catégories discrètes On appelle catégorie discrète une catégorie dont les seules �èchessont les �èches identité. Dans ce cas, la catégorie s'identi�e naturellement avec l'ensemble deses objets. Inversement, tout ensemble peut être vu comme une catégorie discrète si on luiadjoint une �èche (identité) par élément. Donc une catégorie discrète est essentiellement lamême chose qu'un ensemble.2. Il est vrai que ces deux catégories se ressemblent beaucoup du point de vue de leur structure. Cepen-dant, j'insiste sur le fait qu'elles sont distinctes. Après le paragraphe 3.3, nous résumerons ce double aspect(distinctes�semblables) en disant qu'elles sont isomorphes.



22 CHAPITRE 2. CATÉGORIESPré-ordres Nous avons vu au paragraphe 2.1.2 qu'une relation peut être représentée parun graphe. On peut alors se demander à quelles conditions cette relation peut être représentéepar une catégorie.Rappelons que le graphe représentant la relation R possède une et une seule �èche entrea et b si et seulement si aRb. Voyons donc ce que les axiomes d'une catégorie exigent de R :C-1 demande de pouvoir composer les �èches ; pour R, cela veut dire que aRb et bRc en-traînent aRc. Une telle relation est dite transitive.C-2 n'amène pas de nouvelle exigence ; en e�et, comme il y a au maximum une �èche entredeux objets, l'a�rmation que deux �èches sont égales est tout à fait inintéressante dansce cas.C-3 demande pour tout a que aRa. Une relation véri�ant cette propriété est dite ré�exive.C-4 ne donne rien de nouveau, pour la même raison que C-2.Une catégorie permet donc de représenter une relation ré�exive et transitive. Nous appel-lerons une telle relation un pré-ordre. Si de plus R est antisymétrique (ce qui veut dire queaRb et bRa impliquent a = b), R est appelé ordre partiel. En�n, R est un ordre total si pourtous a; b on a ou bien aRb, ou bien bRa. Par exemple, la relation � sur les nombres entiersnaturels est un ordre total.Dans un certain sens, on peut donc considérer que la notion de catégorie est une générali-sation de celle d'ensemble (pré-)ordonné.Monoïdes Considérons un monoïde M . Construisons une catégorie qui comporte un seulobjet et dont les �èches (toutes des �oreilles�) sont les éléments de M . On peut composer les�èches selon l'opération de M . Alors cette composition est associative et admet un élémentneutre. On a donc bien a�aire à une catégorie, ce qui nous permet de dire qu'une catégorieest aussi une sorte de monoïde généralisé.Cette construction peut paraître bizarre. Elle l'est un peu moins si on prend pour l'uniqueobjet de la catégorie M lui-même et si l'on considère que la �èche correspondant à un élémentest la loi qui décrit comment cet élément agit sur les autres (et sur lui-même !). Ainsi, dans lecas de N muni de sa structure additive, le seul objet est N lui-même et les �èches correspondentaux opérations �+1�, �+2�, etc. N+0=idN +1 +2 +3+4+5etc:Les éléments du monoïde sont donc vu sous l'angle opératoire. Ce qui nous intéresse estl'action qu'ils ont autour d'eux. Ce point de vue est très caractéristique de la théorie descatégories.La catégorie des ensembles On peut construire une catégorie dont les objets sont lesensembles et les �èches les fonctions entre ces ensembles 3. Bien entendu, la composition est3. En fait, ce n'est pas si simple ; cela pose de délicats problèmes sur l'ensemble de tous les ensembles, etc.nous y reviendrons au paragraphe 2.5



2.2. CATÉGORIES 23la composition habituelle des fonctions (qui est bien associative) et les �èches identité sontles fonctions identité. Nous appellerons cette catégorie la catégorie des ensembles et nous lanoterons SET.La catégorie des ordres partiels On peut de même construire une catégorie dont lesobjets sont les ensembles partiellement ordonnés et les �èches les fonctions monotones (f estdite monotone si a � b implique f(a) � f(b)). Deux remarques s'imposent : premièrement,on a là a�aire à une catégorie dont les objets sont eux-mêmes des catégories. Cette situationn'est pas rare. Deuxièmement, le choix des �èches mérite d'être commenté : on aurait toutaussi bien pu prendre � par exemple � toutes les fonctions entre les ensembles ordonnés. Ilse trouve que le choix que nous proposons donne naissance à une catégorie plus intéressante(nous verrons pourquoi la page 26).La catégorie des monoïdes a pour objets les monoïdes et pour �èches les homomorphismesde monoïdes. Les deux remarques ci-dessus s'appliquent aussi ici. Nous noterons cette catégorieMON.Les deux exemples ci-dessus sont typiques de l'utilisation mathématique des catégories.Ils permettent de mieux comprendre pourquoi les �èches sont parfois appelées morphismes,c'est-à-dire �transformations préservant la forme� 4.Suivant votre culture mathématique, vous pouvez sur ce modèle construire de nombreusesvariations de catégories dont les objets sont des structures mathématiques et les �èches desfonctions qui préservent cette structure. Ainsi on peut considérer la catégorie des groupes, celledes anneaux, des corps (dont les �èches sont respectivement les homomorphismes de groupes,d'anneaux, de corps) ; la catégorie des espaces vectoriels avec les fonctions linéaires comme�èches ; celle des espaces topologiques avec pour �èches les fonctions continues ; etc.Notons encore un exemple du même genre :La catégorie des graphes a pour objets les graphes et pour �èches les homomorphismesde graphes ; nous la noterons GRF.Nous allons encore étudier une dernière classe d'exemples :Les catégories libres Étant donné un graphe G, on peut construire la catégorie libre surG, L(G), de la manière suivante : Les objets de L(G) sont les n÷uds de G et ses �èches sont leschemins dans G. Les �èches de G nous fournissent les chemins de longueur 1, et la compositionde f et g ne sera rien d'autre que le chemin qui passe par f et g. Les �èches identité sont alorsles �chemins vides�.Une bonne manière de se représenter la catégorie libre sur un graphe est de prendrecomme graphe un un réseau de transports. Si vous avez un train qui va de Genève àLausanne et un de Lausanne à Neuchâtel, il est clair que vous pouvez les �composer� enun trajet de Genève à Neuchâtel. De plus, si vous prenez un autre itinéraire entre lesmêmes destinations, vous obtiendrez un autre trajet, dont le prix, l'intérêt touristique ousimplement la durée pourront être di�érents.4. C'est d'ailleurs une variante de cette appellation � homomorphisme � qui justi�e la notation Hom(A;B).



24 CHAPITRE 2. CATÉGORIESNotons que pour éclairer certaines constructions par la suite, il nous arrivera de consi-dérer les �èches d'une catégorie comme représentant les communications ou comporte-ments des objets les uns par rapport aux autres. Ainsi une �èche de A dans B peut êtrevue comme un comportement de A envers B ou, selon [EV92], comme un aspect de Apour B.2.3 Quelques dé�nitions catégoriellesComme nous l'avons vu, les axiomes d'une catégorie ne font intervenir que les �èches etleur composition. Une approche purement catégorielle n'utilisera donc que ces notions-là. Onpourrait penser que l'expressivité d'une telle approche est très limitée ; en fait il n'en estrien. Dans ce paragraphe, nous présenterons quelques caractéristiques simples (et pourtantdéjà assez puissantes) des �èches et des objets d'une catégorie. Les chapitres suivants �notamment le chapitre 6 � seront consacrés à l'étude de propriétés plus complexes qui peuventêtre formulées dans le langage catégoriel.Dé�nition 6. Un objet T d'une catégorie C est appelé objet terminal si pour tout objet Ode C il existe exactement une �èche O T .Dans la catégorie d'un ordre partiel, cette notion coïncide avec celle de maximum. Dansla catégorie des ensembles SET, tout ensemble f�g formé d'un seul élément est un objetterminal. En e�et, depuis un ensemble quelconque E, il existe une fonction unique vers f�g,à savoir la fonction constante de valeur �.Si T est un objet terminal, on sait qu'il �reçoit� exactement une �èche de chaqueobjet. Les �èches qui arrivent à T ne sont donc pas vraiment intéressantes, puisqu'on saitdéjà presque tout d'elles. Par contre, celles qui partent de T peuvent présenter un intérêtnon négligeable. Ainsi par exemple dans le cas de SET, une �èche partant de T est unefonction de f�g dans l'ensemble E. Celle-ci est univoquement déterminée par son image,et donc une �èche de T dans E est essentiellement la même chose qu'un élément de E.Donc la notion d'objet terminal permet de généraliser la notion d'élément d'un objet dansune catégorie où cette notion n'est pas forcément dé�nie...Dé�nition 7. Un objet I d'une catégorie C est appelé objet initial si pour tout objet O de Cil existe exactement une �èche I O .On a obtenu cette dé�nition en renversant les �èches dans la dé�nition précédente. Cela sedit �la notion d'objet initial est la notion duale de celle d'objet terminal�. Nous verrons plusen détail la notion de dualité dans le paragraphe 4.1.Dans la catégorie d'un ordre partiel, un objet initial est un minimum, et dans SET, c'estl'ensemble vide. L'unique fonction exigée par la dé�nition est alors la �fonction vide�, dontl'image est évidemment... l'ensemble vide !Peut-être faut-il être tordu comme un mathématicien pour parler de la �fonction vi-de�... on comprendramieux cela en se rappelant que, formellement, une fonction f : A! Best une partie de A � B véri�ant certains critères. Comme ; � X = ; admet pour seulsous-ensemble ;, il existe une unique fonction f : ; ! X .



2.3. QUELQUES DÉFINITIONS CATÉGORIELLES 25Dé�nition 8. Une �èche f : B ! C d'une catégorie C est appelée monomorphisme si pourtoute paire de �èches g; h : A! B de C telles que g 6= h on a f � g 6= f � h.Dans la catégorie d'un ordre partiel, toute �èche est un monomorphisme ; en e�et, comme ily a au maximum une �èche entre deux objets, la dé�nition n'exige rien du tout... La situationest un peu plus intéressante dans le cas de SET :Proposition 1. Dans SET, les monomorphismes sont exactement les fonctions injectives 5.Preuve. Supposons que f : B ! C soit un monomorphisme. Soit T un ensemble à un seulélément. Alors une fonction g : T ! B est essentiellement la même chose qu'un élément deB. Donc la dé�nition de monomorphisme nous dit dans ce cas que deux éléments di�érentsdoivent avoir des images di�érentes, ce qui est la dé�nition d'une fonction injective.Inversement, supposons que f : B ! C est injective. Soit A un ensemble quelconqueet soient g; h : A ! B deux fonctions distinctes. Alors il existe a 2 A avec g(a) 6= h(a).Comme f est injective, f � g(a) 6= f � h(a). Donc f � g 6= f � h, ce qui veut dire que f est unmonomorphisme.La notion de monomorphisme est donc une généralisation de celle d'injectivité.On peut considérer la notion duale, qui généralise la surjectivité :Dé�nition 9. Une �èche f : A ! B d'une catégorie C est appelée épimorphisme si pourtoute paire de �èches g; h : B ! C de C telles que g 6= h on a g � f 6= h � f .Dans la catégorie d'un ordre partiel, toute �èche est un épimorphisme. Dans SET, lasituation est à nouveau plus intéressante :Proposition 2. Dans SET, les épimorphismes sont exactement les fonctions surjectives 6.La preuve représente un excellent exercice...Dé�nition 10. Une �èche f : B ! C de C est appelée isomorphisme s'il existe g : C ! Bavec f � g = idC et g � f = idB. B et C sont alors dits isomorphes.Cette dé�nition est d'une grande importance en théorie des catégories. Elle nous dit quanddeux objets sont indiscernables du point de vue de la catégorie considérée.Par exemple dans SET, il est bien connu que les isomorphismes � c'est à dire les fonctionsinversibles � sont les fonctions bijectives. Ainsi, deux ensembles de même cardinalité sontisomorphes, c'est à dire qu'ils jouent exactement le même rôle du point de vue de la catégoriedes ensembles.Notons que dans la catégorie d'un ordre partiel, les seuls isomorphismes sont les �èchesidentité. Il est bien connu qu'une fonction injective et surjective est bijective. Ce résultat nese généralise pas aux catégories : il n'est pas vrai qu'un monomorphisme qui est aussiun épimorphisme est un isomorphisme. L'exemple des ordres partiels est là pour nous ledémontrer : chaque �èche est à la fois un mono- et un épimorphisme, et pourtant très peusont des isomorphismes.5. Une fonction injective est une fonction f : B ! C telle que b 6= b0 implique f(b) 6= f(b0) pour tous b; b0dans B6. Une fonction f : A! B est surjective si f(A) = B



26 CHAPITRE 2. CATÉGORIESEn décrivant la catégorie ORD des ordres partiels, nous avons dit que le choix desfonctions monotones comme �èches était le plus fructueux. Ce choix a notamment commeconséquence que pour que deux objets soient isomorphes, il faut non seulement qu'ils aientla même cardinalité, mais en plus que la manière de les ordonner soit semblable. Le choixdes �èches d'une catégorie contribue donc à préciser quelle est la part de structure desobjets qui nous intéresse.Nous avons dé�ni la notion d'objet terminal ; on peut se demander si un objet terminalest forcément unique. La réponse est non. Dans SET, par exemple, fag et fbg sont tous deuxdes objets terminaux. Cependant, un objet terminal est essentiellement unique dans le senssuivant :Proposition 3. Soit C une catégorie. Si a et b sont des objets terminaux de C, alors a et bsont isomorphes.On exprime cette proposition en disant �un objet terminal est unique à isomorphisme près�.Preuve. Soient a, b des objets terminaux de C. Alors il existe un unique f : a! b et un uniqueg : b! a. Donc g � f : a! a. Mais il existe un unique h : a! a. Or on a ida : a! a. On endéduit g � f = ida. On montre de même que f � g = idb et on en déduit donc que f et g sontdes isomorphismes.Cette preuve est très typique des preuves catégorielles. Il est important de bien saisir sondéroulement. Pour vous en assurer, vous pouvez essayer de démontrer la proposition (duale)suivante :Proposition 4. Soit C une catégorie. Si a et b sont des objets initiaux de C, alors a et b sontisomorphes.En théorie des catégories, on verra que les dé�nitions se font toutes �à isomorphismeprès�, ce qui n'est pas surprenant puisque deux objets isomorphes sont indiscernables. Onpeut caricaturer cette attitude en proposant l'axiome de base de la théologie catégorielle :�Dieu est unique à isomorphisme près�.Les catégoriciens aiment bien pouvoir représenter graphiquement ce dont ils parlent sousforme de petits dessins dont vous avez déjà vu des exemples dans ce texte. Nous allons doncutiliser les notations suivantes :Notation. Nous représenterons un monomorphisme par une �èche du typeet un épimorphisme par une �èche du type



2.4. LA NOTION DE SOUS-OBJET 272.4 La notion de sous-objetEn mathématiques, il est souvent utile lorsqu'on a dé�ni une structure de dé�nir ce qu'estune sous-structure de cette structure. Ainsi par exemple, un sous-monoïde du monoïde M estun sous-ensemble de M qui est encore un monoïde (pour la même opération). Un sous-ordrepartiel est un sous-ensemble d'un ordre partiel qui est encore un ordre partiel.De manière générale, un sous-machin est un sous-ensemble d'un machin qui est encoreun machin pour la même structure...Un sous-graphe du graphe G est formé d'un sous-ensemble de G0 et d'un sous-ensemblede G1 où les fonctions source et but sont des restrictions de celles de G. Une sous-catégorieest un sous-graphe qui est encore une catégorie (c'est à dire que l'on peut encore composer les�èches et que toutes les �èches unité sont là...)Étant donné la ressemblance de ces dé�nitions 7, il devrait être possible de généraliser lanotion de sous-objet d'une catégorie. Au premier abord cependant, ceci peut paraître di�cilepour au moins deux raisons : premièrement, la notion de sous-ensemble utilisée dans toutes lesdé�nitions ci-dessus n'est pas disponible en théorie des catégories (elle fait même partie de ceque nous voudrions dé�nir). Deuxièmement, nous avons déjà noté que nous ne pouvons dé�nirles choses qu'à isomorphisme près. Or si nous sommes habitué à considérer que fa; b; cg est unsous-ensemble de fa; b; c; dg, nous avons de la peine à voir en quoi f1; 2; 3g le serait aussi...Etpourtant, ces ensembles sont isomorphes !La dé�nition que nous allons donner sera donc un peu di�érente de ce que l'on pourraitattendre. Cependant, elle induira dans SET une notion parfaitement équivalente à la notionhabituelle de sous-ensemble. Nous donnerons les grandes lignes ; pour les détails reportez-vousà [BW90].Nous aurons besoin d'une idée préparatoire :Dé�nition 11. Soit f : A! B une �èche dans une catégorie. Si pour un certain g : C ! Bil existe un h : A ! C tel que f = g � h, on dit que f factorise par g et par h. On dit alorsque g et h sont des facteurs de f . On peut représenter la situation graphiquement : f factorisepar g s'il existe un h tel que le diagramme suivant commute :A fh BC gCette notion nous permet de dé�nir une relation sur les monomorphismes de la catégorieC : Pour f : A ,! C et g : B ,! C, on a f � g si et seulement si chacun factorise par l'autre :Aj f CB k gIl est facile de montrer que dans ce cas les facteurs j et k sont uniques et inverses l'un del'autre, et donc que A et B sont isomorphes. De plus, � est une relation d'équivalence (c'est7. Il est vrai que je les ai formulées ici de manière pas toujours standard pour faire ressortir leurs similitudes...



28 CHAPITRE 2. CATÉGORIESà dire une relation ré�exive, symétrique et transitive). Ceci nous permet de poser la dé�nitionsuivante :Dé�nition 12. Un sous-objet de C est une classe d'équivalence de monomorphismes sous larelation �.On peut montrer que dans SET, cette notion correspond bien à la notion habituelle desous-ensemble ; en e�et, chaque sous-objet de l'ensemble E contient une et une seule injectiond'un sous-ensemble de E dans E. Ainsi les sous-objets de E sont en bijection avec ses sous-ensembles.Nous reviendrons à cette notion de sous-objet au chapitre 10, car c'est un ingrédientindispensable dans la dé�nition d'un topos.2.5 Remarques2.5.1 Autres dé�nitionsNous avons adopté ici une dé�nition assez courante des catégories. Cependant il existed'autres approches qui peuvent se révéler utiles dans certains cas.Flèches-seulement Dans une catégorie, chaque objet possède une et une seule �èche iden-tité. On a donc une certaine redondance, dont on peut se débarrasser en ne dé�nissant unecatégorie que par ses �èches. Une catégorie est donc une collection de �èches dont certainesse composent en véri�ant certains axiomes... Cette approche est conceptuellement un peuplus di�cile que celle que nous avons choisie. Elle permet cependant dans certains cas desdé�nitions plus �naturelles�.Dans cette logique, il arrive que l'on note A pour la �èche identité idA. Nous le feronsparfois dans ce texte, lorsque cela permet une notation plus cohérente.Si on s'intéresse aux catégories pour faire de la modélisation en psychologie, on pourrarelever que dans cette approche, l'objet n'est construit qu'a posteriori à partir des trans-formations identiques... ce qui correspond assez bien aux idées psychogénétiques de Piaget.Approche axiomatique Comme nous l'avons relevé, la dé�nition de SET et de catégo-ries apparentées pose de délicats problèmes du type �l'ensemble de tous les ensembles est-ilvraiment un ensemble?� On verra dans le paragraphe suivant une manière de s'en sortir avecnotre approche. On peut cependant aussi imaginer court-circuiter la théorie des ensembles etapprocher les catégories de manière axiomatique, comme construction directe sur la logiquemathématique. Certains sont même allés plus loin en voulant faire de la théorie des catégoriesune alternative (préférable) à celle des ensembles pour les fondements des mathématiques (cf.[Law66]).Ces approches de la théorie des catégories sont les plus courantes ; il en existe cependantquelques autres que nous n'aborderons pas ici.2.5.2 FondationsNous venons de le dire, la construction de certaines �grandes� catégories comme SET posedes problèmes. Une solution est donc de contourner la théorie des ensembles.



2.5. REMARQUES 29Une autre solution � plus courante � est d'enrichir un petit peu la théorie des ensemblesen supposant l'existence d'un �univers� assez grand pour contenir tous les objets avec lesquelson veut travailler, mais assez petit pour éviter les paradoxes. Ce point de vue est exposé, parexemple, dans [Mac71].Quant à nous, nous allons totalement faire abstraction de ce problème. En e�et, d'une partces questions fondamentales deviennent vite d'une extrême complexité ; et d'autre part, je necrois pas qu'il faille saisir à fond ces questions pour comprendre la ligne générale de la théorie.Soyez donc conscients que lorsqu'on parle de SET, MON, GRF, etc., on élude un pro-blème de taille. Mais ceci ne nous empêchera pas d'utiliser ces catégories qui permettent toutde même de bonnes illustrations des concepts présentés dans ce livre.





31
Chapitre 3FoncteursComme je l'ai déjà relevé, le premier ré�exe du mathématicien qui dé�nit une structure estd'étudier les transformations qui préservent cette structure. Pour les catégories, ces transfor-mations sont les foncteurs. Les foncteurs sont donc aux catégories ce que les homomorphismesde graphes sont aux graphes ou les applications linéaires aux espaces vectoriels.Mais les foncteurs sont aussi un petit peu plus que cela ; en e�et, cette notion nous per-mettra de parler de catégories dont les objets sont des catégories � alors que les applicationslinéaires ne permettent pas de parler de l'espace vectoriel des espaces vectoriels.3.1 Foncteurs3.1.1 Dé�nitionDé�nition 13. Soient A;B deux catégories. Un foncteur F : A ! B est composé d'une pairede fonctions Fi : Ai ! Bi; i = 0; 1 véri�ant les axiomes suivants :F-1: Pour f : A! B on a F1(f) : F0(A)! F0(B)F-2: Pour tout objet A de A, on a F1(idA) = idF0(A)F-3: Si g � f est dé�ni dans A, alors F1(g � f) = F1(g) � F1(f)Nous avons dé�ni une catégorie comme étant un graphe dans lequel on peut composerles �èches avec une identité pour chaque objet. La dé�nition de foncteur est donc trèsnaturelle : c'est un homomorphisme de graphes (F-1) qui respecte les identités (F-2) et lacomposition (F-3).3.1.2 ExemplesDans tous les exemples de ce paragraphe, j'omets un certain nombre de véri�cations ;en e�et, la seule manière formelle d'a�rmer que quelque chose est un foncteur est devéri�er systématiquement que les conditions F-1 à F-3 sont remplies. Cependant, sur lesexemples simples qui suivent, ces véri�cations sont généralement très simples. N'hésitezsurtout pas, en cas de doute, à vous munir d'un papier et d'un crayon et d'écrire cesquelques points noir sur blanc. Rien de tel pour s'assurer que l'on a vraiment bien comprisla notion.



32 CHAPITRE 3. FONCTEURSCommençons par étudier ce qu'est un foncteur dans le cas des exemples simples de caté-gories que nous avons donné au paragraphe 2.2.2.Catégories élémentaires Ces catégories simples 1 donnent lieu à des foncteurs que l'onpeut décrire simplement. Si C est une catégorie,� Un foncteur de la catégorie 1 dans C correspond simplement au choix d'un objet de C.En e�et, on peut choisir librement l'image du seul objet de 1 parmi les objets de C ; maisune fois ce choix e�ectué, F-2 nous force l'image de la seule �èche de 1. Notons que F-1et F-3 n'exigent rien de plus dans ce cas simple.� Un foncteur de la catégorie 2 dans C correspond au choix d'une �èche de C. En e�et,une fois choisie l'image de la seule �èche non identité de 2, les autres choix sont forcéspar F-1 (pour la source et le but de cette �èche) et F-2 (pour les deux �èches identités).� Un foncteur de 3 dans C correspond au choix d'une paire composable de C, pour desraisons analogues au cas précédent.� Un foncteur de la catégorie� dans C n'est rien d'autre que le choix d'une paire parallèlede C.Catégories discrètes Dans le même ordre d'idée, on voit facilement qu'un foncteur entredeux catégories discrètes n'est rien d'autre qu'une fonction entre leur deux ensembles d'objets(seul F-2 intervient).Pré-ordres Ce cas est plus intéressant. En e�et, un foncteur entre deux pré-ordres vuscomme des catégories est une fonction F entre leurs ensembles d'objets telle que si aRb alorsF (a)RF (b) (par F-1). Donc un foncteur entre deux pré-ordres est une fonction monotone.Notons que F-2 et F-3 sont trivialement véri�és , puisqu'il y a au plus une �èche entre deuxobjets.Monoïdes De même, un foncteur entre deux monoïdes (vus comme catégories) est unefonction entre leurs ensembles de �èches 2 qui respecte l'opération (par F-3) et l'élément neutre(par F-2). C'est donc un homomorphisme de monoïdes.Ces deux derniers exemples sont particulièrement intéressants. En e�et, ils montrentque si une structure est vue comme une catégorie, un foncteur entre de telles struc-tures correspond à la notion habituelle d'homomorphisme de cette structure. Cela devraitcontribuer à nous convaincre que nous avons la �bonne� notion de foncteur.Foncteurs oublieux Certains foncteurs ont pour e�et d'�oublier� une partie de la structuredes objets sur lesquels ils portent. Ce sont les foncteurs oublieux ou foncteurs sous-jacents.Prenons quelques exemplesLe foncteur Obj : GRF ! SET qui envoie chaque graphe sur l'ensemble de ses objets(on �oublie� les �èches) et chaque homomorphisme de graphes sur la fonction correspondante1. cf. page 20 pour leur dé�nition2. Les objets ne sont pas très intéressants, puisqu'il n'y en a qu'un par monoïde...



3.1. FONCTEURS 33sur les objets est un foncteur oublieux. De même pour le foncteur Fl : GRF ! SET quienvoie chaque graphe sur l'ensemble de ses �èches et chaque homomorphisme sur la fonctioncorrespondante sur les �èches.Le foncteur MON ! SET qui envoie chaque monoïde sur l'ensemble de ses élémentset chaque homomorphisme sur la même transformation, mais vue comme fonction entre en-sembles, est un foncteur oublieux ; en e�et, cette transformation �oublie� l'opération des mo-noïdes pour ne garder que leurs éléments. De même pour le foncteur ORD! SET qui envoiechaque ordre partiel sur l'ensemble de ses éléments et chaque fonction monotone sur la fonctioncorrespondante.On a un peu l'impression que ces foncteurs ne �font rien�. Dans le cas des ordrespartiels, par exemple, la di�érence entre la fonction monotone de départ et la fonctiontout court à l'arrivée n'est pas évidente. Pourtant, du point de vue catégoriel, ces foncteurssont très importants. C'est eux en e�et qui nous permettent de parler de l'ensemble desobjets d'un graphe ; de l'ensemble des éléments d'un monoïde ; etc.Les foncteurs oublieux permettent de faire formellement des changements de catégoriesque nous faisons (trop) facilement quand nous parlons des objets considérés. Conceptuel-lement, ils permettent ainsi de mieux distinguer les rapports et les di�érences entre cescatégories.Les foncteurs libres À l'�inverse� des foncteurs oublieux 3, les foncteurs libres permettentd'ajouter une structure aux objets de la catégorie de départ. Ainsi par exemple le foncteurSET !MON qui envoie chaque ensemble E sur le monoïde libre sur E et chaque fonctionsur l'homomorphisme de monoïdes correspondant est un foncteur libre.Les foncteurs oublieux sont très simples � au point qu'on a parfois l'impression qu'ilne font rien. Les foncteurs libres sont assez complexes, et leur dé�nition peut être di�cile àdonner succinctement. Nous verrons au chapitre 8 sur l'adjonction qu'une caractérisationsimple d'un foncteur libre est de dire qu'il est �adjoint à gauche� d'un foncteur oublieux.C'est ce genre de chose qui rend la notion d'adjonction particulièrement intéressante.Nous allons étudier un dernier exemple de foncteur, qui représente un outil techniqueimportant de la théorie des catégories.Les Hom-foncteurs Soient C une catégorie et C un objet de C. Nous allons dé�nir unfoncteur Hom(C;�) : C ! SET de la manière suivante :HF-1: Hom(C;�)(A) = Hom(C;A) pour tout objet A de CHF-2: Hom(C;�)(f) = Hom(C; f) : Hom(C;A)! Hom(C;B) pour f : A! B.Nous devons encore dé�nir la fonction Hom(C; f) pour un f : A ! B donné. Pour biencomprendre ce que l'on fait, commençons par quelques remarques :� Nous avons à faire à un foncteur à valeur dans SET. Pour chaque objet A, il nous donnel'ensemble des �èches de C dans A.3. En fait, ce n'est pas l'inverse, c'est l'adjoint (cf chapitre 8)



34 CHAPITRE 3. FONCTEURS� Par conséquent, Hom(C; f) doit être une fonction de l'ensemble Hom(C;A) dans l'en-semble Hom(C;B).� Nous avons à disposition une �èche f : A ! B qui nous permet par composition detransformer une �èche arrivant en A en une �èche arrivant en B.CHom(C;A) Hom(C;B)A f BNous allons donc dé�nir Hom(C; f) comme étant la fonction de composition avec f , c'està dire que pour g 2 Hom(C;A) on poseHom(C; f)(g) = f � g:On peut véri�er facilement que l'on a bien ainsi dé�ni un foncteur. Nous verrons parla suite (au chapitre 7) que ces foncteurs sont utiles pour représenter de manière interne� ou internaliser � certaines constructions externes à la catégorie. Notons encore qu'il y aexactement un Hom-foncteur par objet de la catégorie C. Nous avons donc dé�ni là une famillede foncteurs C ! SET pour chaque catégorie C.3.2 Les catégories de catégoriesComme nous l'avons déjà vu dans des exemples, certaines catégories peuvent avoir pourobjets des catégories (par exemple MON, ORD). Le but de ce paragraphe est d'étudier deplus près cette situation.Nous avons vu que les catégories de structures (commeORD,MON,GRF, etc.) ont pour�èches les transformations qui préservent cette structure � non que ce soit la seule solution,mais c'est la plus fructueuse. Nous pouvons donc supposer qu'il faudrait faire la même choseavec les catégories (qui sont, ne l'oublions pas, aussi des structures). Mais avant de pouvoirparler de foncteurs comme �èches d'une catégorie, nous devons véri�er deux choses :� La transformation identique qui envoie chaque objet d'une catégorie sur lui-même etchaque �èche sur elle-même est un foncteur. Ceci est évident, car dans ce cas F-1 à F-3se résument à des trivialités.� La composition de deux foncteurs est encore un foncteur. Ceci se voit �à l'oeil nu� dansF-1 à F-3.Ainsi, on peut parler de catégories dont les objets sont des catégories et les �èches desfoncteurs. On peut même, moyennant quelques précautions (cf. paragraphe 2.5.2), dé�nir lacatégorie CAT dont les objets sont toutes les catégories et les �èches tous les foncteurs.Notons que ceci nous permet de donner des nouveaux exemples de foncteurs oublieux :les deux foncteurs CAT ! SET qui envoient chaque catégorie sur l'ensemble de ses objets,respectivement de ses �èches ; et le foncteur CAT ! GRF qui envoie chaque catégorie surson graphe sous-jacent (les actions respectives de ces trois foncteurs sur les �èches de CATsont évidentes).



3.3. LES TYPES DE FONCTEURS 35On peut aussi donner un nouvel exemple de foncteur libre : le foncteur GRF ! CATqui envoie chaque graphe sur la catégorie libre sur ce graphe. L'action sur les �èches deGRF est alors entièrement déterminée par F-3 ; en e�et, étant donné un homomorphismede graphes F : G ! H, on construira le foncteur entre les catégories libres correspondantesL(F ) : L(G)! L(H) de la manière suivante : les �èches de L(G) qui sont déjà dans G ont lamême image par L(F ) que par F . Les autres sont forcément des compositions des premièreset donc leur image par L(F ) est déterminée par F-3.3.3 Les types de foncteursLes foncteurs étant des �èches de la catégorie CAT, nous connaissons déjà quelques ma-nières de les caractériser : ce peuvent être des monomorphismes, des épimorphismes ou desisomorphismes (cf paragraphe 2.3).Notons qu'un foncteur est un isomorphisme si et seulement si il est bijectif à la fois sur lesobjets et les �èches et qu'il est un monomorphisme si et seulement si il est une injection à lafois sur les objets et les �èches. Par contre, un épimorphisme entre deux catégories n'est pasforcément surjectif (pour un contre-exemple, cf [BW90], 2.9.3).Il existe cependant quelques propriétés des foncteurs qui sont plus intrinsèques à CATque celles que nous venons de citer. Pour les énoncer, nous avons besoin de considérer l'e�etd'un foncteur sur les �Hom-sets� :Soit F : C ! D un foncteur. Alors pour toute paire d'objets A;B de C, F induit unefonction HomC(A;B)! HomD(F (A); F (B))qui envoie f : A! B sur F (f) : F (A)! F (B).Dé�nition 14. Si pour toute paire A;B d'objets de C cette fonction est injective, alors F estun foncteur �dèle.Dé�nition 15. Si cette fonction est surjective pour toute paire A;B d'objets de C, le foncteurF est dit plein.Nous utiliserons assez peu ces notions dans ce texte. Cependant, je tenais à les pré-senter, car elles sont assez courantes dans la littérature catégorielle. Je vous conseille làaussi de chercher quelques exemples de foncteurs pleins ou �dèles, pour voir ce que celasigni�e concrètement.3.4 Les foncteurs comme spéci�cation de structureAu paragraphe 2.1.1, nous avons dé�ni un graphe comme étant donné par deux ensembleset une paire de fonctions entre eux dans la con�gurationF sourcebut N :Avec les connaissances que nous avons maintenant, nous pourrions reformuler cette dé�nitionen disant qu'un graphe est un foncteur de la catégorie � dans SET. Ceci est un exemple del'utilisation d'un foncteur pour spéci�er une structure � en l'occurrence celle de graphe.



36 CHAPITRE 3. FONCTEURSCe point de vue est utile pour deux raisons. Premièrement, ce peut être un outil de spé-ci�cation pratique et concis (il faut reconnaître que la dé�nition d'un graphe en terme defoncteur est très ramassée !). Deuxièmement, cet aspect des foncteurs nous sera d'une grandeaide au chapitre 5 pour comprendre le concept de transformation naturelle.Dans ce but, nous allons prendre un exemple encore plus simple (pour ne pas dire simpliste),mais qui nous permettra quelques variations instructives. Soit A la catégorieR a P :Notons que cette catégorie est isomorphe à 2. On peut considérer que cette catégorie représentela notion d'attribution de rôles. Ainsi un foncteur A ! SET peut envoyer R sur un ensemblede rôles, P sur un ensemble de personnes et a sur une attribution, c'est à dire une fonction quiattribue à chaque rôle une personne. La �gure 3.1 illustre cette situation ; l'e�et de la fonctionF (a) est représenté en pointillés.
caissierintendantprésidentsecrétaire PaulJeanPierreJacquesF (a)

Fig. 3.1: L'image d'un foncteur F : A ! SETCette situation peut ne pas correspondre à ce que nous voulions décrire. En e�et, ellepermet par exemple que tous les rôles soient remplis par une seule personne et que les autresn'aient rien à faire. Par contre, si l'on remplace dans la situation ci-dessus SET par la catégoriedont les objets sont les ensembles et les �èches les fonctions injectives, on évite le cumul destâches. De même, en se limitant aux fonctions surjectives, on évite les tire-au-�anc.La structure que l'on spéci�e par un foncteur dépend donc non seulement de la catégoriede départ, mais aussi de celle d'arrivée. Prenons un dernier exemple.Supposons que l'idée d'un président haut comme trois pommes �anqué d'un secrétairede 2 mètres vous soit insupportable. Pour résoudre ce di�cile cas de conscience, nous allonsremplacer SET par ORD, en ordonnant les personnes selon leur taille et les rôles selon lahiérarchie. Alors un foncteur F : A! ORD respectera les exigences éthiques que nous venonsde poser. En e�et, l'image de a par F sera une fonction monotone � et c'est exactement ceque nous désirions. Cette situation est représentée dans la �gure 3.2.Nous réutiliserons cet exemple pour illustrer la notion de transformation naturelle.3.5 DiagrammesNous avons déjà à plusieurs reprises dans ce texte rencontré des �dessins� qui permettaientd'exprimer des contraintes entre les éléments (objets et �èches) d'une catégorie 4. Dans ce4. cf. par exemple 2.1.3



3.5. DIAGRAMMES 37Président PaulSecrétaire Intendant Pierre JeanCaissier Jacquesa
Fig. 3.2: L'image d'un foncteur F : A! ORDparagraphe, nous allons formaliser plus précisément cette idée, pour pouvoir ensuite en faireun usage systématique.Dé�nition 16. Soient I; C des catégories. Un diagramme D dans C de forme I est un foncteurD : I ! C.Nous avons donc donné un nouveau nom à un objet existant déjà. La di�érence entreun foncteur et un diagramme est uniquement conceptuelle. On parlera plutôt de l'un oude l'autre suivant quel aspect on désire mettre en avant.La notion de diagramme permet de spéci�er une structure dans une catégorie � en cela,nous sommes proches du sujet du paragraphe précédent � sans les exigences d'une sous-catégorie 5. En e�et, A f B g Cpeut être l'image d'un diagramme, alors que ce n'est pas une sous-catégorie.Il est courant � et nous le ferons abondamment � de ne représenter que l'image d'unfoncteur lorsqu'on le considère comme diagramme 6. Il faut cependant être prudent : le dia-gramme A gB f h Cpeut être de forme 3 �� �5. cf. paragraphe 4.26. De plus, on omet généralement les �èches identités



38 CHAPITRE 3. FONCTEURSet dans ce cas-là, on a forcément g � f = h. Mais il peut aussi être de forme� �� �� �et dans ce cas-là il n'y a pas d'exigence sur f; g; h.Vous trouverez dans [BW90] quelques exemples des diagrammes et une discussiondétaillée sur les subtilités de la notion. Relevons simplement que dans un diagrammepeuvent apparaître plusieurs fois le même objet ou la même �èche, comme par exempledans A ff A:Dé�nition 17. Nous dirons qu'un diagramme D commute si tous les chemins possibles d'unpoint à un autre sont égaux dans D.Nous ne donnerons pas de dé�nition plus précise ici. Pour une illustration, reportez-vousau paragraphe 2.1.3, où nous avons déjà donné des diagrammes commutatifs et leur traductionen terme d'équations.A nouveau, je vous renvoie à [BW90] pour des précisions concernant ce concept. Notonsque comme en tout point d'un diagramme une �èche identité est sous-entendue, toute�oreille� d'un diagramme commutatif doit être la �èche identité de l'objet considéré.Les diagrammes commutatifs sont donc un moyen d'exprimer graphiquement les équationsdans une catégorie. Ceci est appréciable, car certaines contraintes qui impliqueraient un grandnombre d'équations se résument en un diagramme tout à fait �lisible�.Notons que dans certains textes, et notamment [BW90], une diagramme est un homomor-phisme de graphe et non un foncteur. Ceci n'est pas très grave puisque� chaque foncteur est un homomorphisme de graphe sur les graphes sous-jacents, et� chaque homomorphisme de graphe s'étend de manière unique en un foncteur sur lescatégories libres correspondantes.Ces notions sont donc équivalentes 7.3.6 Préservation, ré�exion, créationNous avons présenté au paragraphe 3.3 quelques propriétés simples qui peuvent caractériserun foncteur. Nous en présentons ici trois de plus, qui concernent le comportement d'un foncteurpar rapport aux propriétés des diagrammes. Nous connaissons pour l'instant peu de telles7. Mais ceci explique l'habitude d'omettre des �èches identité dans un diagramme : si on considère desgraphes, elles ne sont plus indispensables !



3.6. PRÉSERVATION, RÉFLEXION, CRÉATION 39propriétés (essentiellement la commutativité), mais notre vocabulaire va s'enrichir au coursde pages d'expressions comme �C est un cône de sommet S� ou �L est la limite de D�.Notons cependant que la commutativité d'un diagramme permet déjà quelques a�rmationsintéressantes ; par exemple, si le diagramme suivant commuteA f Bg ;cela implique que f est un isomorphisme d'inverse g.Dé�nition 18. Un foncteur F : C ! D préserve une propriété P si pour chaque diagrammeD dans C ayant la propriété P , l'image F (D) de D a également la propriété P .On peut ainsi énoncer le résultat suivant :Proposition 5. Tout foncteur préserve les isomorphismes.Preuve. Soit f un isomorphisme d'inverse g dans C. Alors on aF (f) � F (g) = F (f � g) = F (id) = idet F (g) � F (f) = F (g � f) = F (id) = idet donc F (f) est un isomorphisme d'inverse F (g).Dé�nition 19. Un foncteur F : C ! D re�ète une propriété P si pour chaque diagrammeF (D) dans D ayant la propriété P , le diagramme D dans C a également la propriété P .Dé�nition 20. Un foncteur F : C ! D crée une propriété P si, étant donné un diagramme Ddans D véri�ant P , il existe un unique diagramme C dans C véri�ant P et tel que F (C) = D.On peut par exemple montrer le résultat suivant (je vous laisse la preuve en exercice) :Proposition 6. Un foncteur plein et �dèle crée les isomorphismes.
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Chapitre 4Constructions sur les catégoriesDans ce chapitre, nous allons étudier comment construire de nouvelles catégories sur labase de celles que nous connaissons. Ceci nous permettra, notamment, de considérablementaugmenter l'expressivité de la notion de foncteur.4.1 Catégorie dualeJ'ai déjà cité plusieurs fois informellement la notion de dualité. Nous avons par exempledit que la notion d'objet initial était duale à la notion d'objet terminal. �C'est la notionobtenue en renversant les �èches dans la dé�nition�, ai-je dit alors. Mais qu'est-ce que celasigni�e, exactement?Dé�nition 21. Soit C une catégorie. Nous appellerons catégorie duale de C la catégorie Copdé�nie par les axiomes suivants :D-1: Les objets et les �èches de Cop sont les objets et les �èches de C.D-2: Si f : A! B dans C, alors f : B ! A dans Cop.D-3: Si h = g � f dans C, alors h = f � g dans C.Par exemple, un objet initial d'une catégorie C est un objet terminal de Cop.Une des forces de cette notion réside dans le fait que si une proposition portant sur unecatégorie est vraie, alors la proposition duale � c'est à dire la même proposition portant sur lacatégorie duale � est également vraie. Ainsi par exemple, si l'on montre qu'un objet terminalest unique à isomorphisme près, on obtient gratuitement en prime l'unicité à isomorphismeprès d'un objet initial. On trouvera un exposé détaillé de ce point de vue dans [Mac71].Quand nous avons dé�ni un foncteur, nous avons exigé qu'une �èche f : A ! B soitenvoyée sur une �èche F (f) : F (A) ! F (B). Pourtant, dans de nombreux cas intéressants,f : A ! B est envoyée sur F (f) : F (B) ! F (A). On peut maintenant prendre en comptecette situation :Dé�nition 22. Soient C;D des catégories. Un foncteur F : Cop ! D est appelé foncteurcontravariant de C dans D.Par contraste, on quali�e parfois un foncteur G : C ! D de covariant.Prenons un exemple. Au paragraphe 3.1.2, nous avons dé�ni les Hom-foncteurs Hom(C;�).Nous pouvons maintenant dé�nir une notion similaire :



42 CHAPITRE 4. CONSTRUCTIONS SUR LES CATÉGORIESLes Hom-foncteurs contravariants Soient C une catégorie et C un objet de C. Le foncteurHom(�; C) : Cop ! SET est dé�ni de la manière suivante :OP-1: Hom(�; C)(A) = Hom(A;C) pour tout objet A de COP-2: Hom(�; C)(f) = Hom(f;C) : Hom(B;C)! Hom(A;C) pour f : A! B.Comme on peut s'y attendre, on pose pour g : B ! C :Hom(f;C)(g) = g � f:4.2 Sous-catégorieAyant dé�ni CAT, nous n'aurions en principe plus besoin d'étudier la notion de sous-catégorie. Une sous-catégorie est simplement un sous-objet d'un objet de CAT. Cependant,la notion de sous-objet étant assez di�cile à manipuler, nous allons présenter ici une notionplus abordable � et bien sûr équivalente � de sous-catégorie.Je vous laisse le soin, si cela vous intéresse, de prouver que cette dé�nition de sous-catégorie correspond bien à la notion de sous-objet dans CAT. On a ici le même phé-nomène que dans SET : les deux notions ne se recoupent pas vraiment, mais les sous-catégories au sens de ci-dessous forment un système complet de représentants des sous-objets ; autrement dit, chaque sous-catégorie appartient à un unique sous-objet et chaquesous-objet contient une unique sous-catégorie.Dé�nition 23. Soit C une catégorie. Une sous-catégorie D de C est une catégorie pour laquelleS-1: D0 � C0 et D1 � C1.S-2: Les fonctions source et but de D sont des restrictions de celles de C.S-3: La composition et l'identité de D sont des restrictions de celles de C.S-4: Si A est un objet de D alors idA est dans D.S-5: Si f; g forment une paire composable dans D, alors f � g est dans D.Ces axiomes (pas forcément minimaux !) peuvent se résumer ainsi :� une sous-catégorie D de C a pour objets un sous-ensemble des objets de C et pour �èchesun sous-ensemble des �èches de C (S-1).� D a la même structure de graphe que C, c'est à dire les �mêmes� fonctions source et but(S-2).� D a la même structure de catégorie que C, c'est à dire les mêmes �èches identité et lamême composition (S-3).� Avec cette structure, D est bien une catégorie ; donc elle contient toutes ses �èchesidentité (S-4) et la composition de toutes ses paires composables (S-5).



4.3. PRODUITS DE CATÉGORIES 43Il est facile de trouver de nombreux exemples de sous-catégories simples (Voyez par exemplece que cela donne dans le cas des catégories élémentaires ou des ordres partiels que nous avonsdéjà vus). Nous n'en citerons qu'un exemple : la catégorie dont les objets sont les ensembles�nis et les �èches les fonctions entre eux est une sous-catégorie de SET.Notons que dans ce dernier cas, on parle de sous-catégorie pleine, car on a pris toutes les�èches dont les deux extrémités sont dans la sous-catégorie. Cette notion peut se formulerainsi :Dé�nition 24. Soit D une sous-catégorie de C. Soit F le foncteur d'inclusion de D dans C,c'est à dire le foncteur qui envoie chaque objet A de D sur le même objet A dans C. Alors Dest dite pleine si le foncteur F est plein.D'habitude, pour spéci�er une sous-catégorie d'une catégorie donnée, il faut en préciserles objets et les �èches. Cependant, dans le cas d'une sous-catégorie pleine, il su�t d'endonner les objets.4.3 Produits de catégoriesVous avez sans aucun doute déjà rencontré plusieurs fois le produit cartésien de deuxensembles. Peut-être connaissez-vous aussi le produit de deux groupes, espaces vectoriels,espaces topologiques, ou autres structures mathématiques. Nous allons ici présenter lanotion similaire pour les catégories.Comme pour les sous-objets, on peut généraliser cette notion au produit de deuxobjets dans une catégorie ; on recouvre alors tous ces cas particuliers d'un seul coup. Nousétudierons cela au paragraphe 6.2.2.Dé�nition 25. Soient C et D des catégories. Le produit C � D de C et D est la catégoriedé�nie par les axiomes suivants :P-1: (C � D)0 = C0 �D0.P-2: (C � D)1 = C1 �D1.P-3: source(f; g) = (source(f); source(g)) et but(f; g) = (but(f);but(g)).P-4: id(C;D) = (idC ; idD).P-5: (f 0; g0) � (f; g) = (f 0 � f; g0 � g)En bref, C � D est la catégorie dont les objets (resp. les �èches) sont des paires d'objets(resp. de �èches) de C et D (P-1 et P-2), et où toute la structure est dé�nie �composante parcomposante� (P-3 à P-5).On véri�e sans peine que C � D est e�ectivement une catégorie, c'est à dire que cettedé�nition véri�e bien les axiomes C-1 à C-4.Comme dans le cas des ensembles, on peut dé�nir les projections de C � D sur C et D.Ainsi, P1 est le foncteur P1 : C � D ! Cqui envoie (C;D) sur C et (f; g) sur f . On véri�e sans peine qu'il s'agit bien là d'un foncteur.On peut faire de même pour la projection sur D.



44 CHAPITRE 4. CONSTRUCTIONS SUR LES CATÉGORIESCette construction nous permet de parler de foncteur �de plusieurs variables�. Par exemple,on peut maintenant dé�nir le Hom-foncteur à deux variablesHom(�;�) : Cop � C ! SETqui envoie une paire d'objets (C;C 0) sur l'ensemble Hom(C;C 0) et une paire de �èches (f; f 0)sur la fonction Hom(f; f 0) qui agit naturellement de la manière suivante :Hom(f; g)(h) = g � h � f:Notons que formellement, on a toujours a�aire à un foncteur à un seul argument. Lefait que cet argument soit un produit nous permet d'exprimer ce que nous considéronscomme un foncteur de deux variables sans compliquer la notion de foncteur. Ce type dedémarche est assez courant en mathématiques.4.4 Les catégories de �èchesLa dernière construction de ce chapitre est un peu plus di�cile à saisir que les précé-dentes. Cependant, l'investissement en vaut la peine, car cette construction est très utile àdeux niveaux. D'une part, c'est une puissante notion mathématique qui permet d'uni�ersous un même concept des constructions assez dissemblables. D'autre part, elle présenteun intérêt conceptuel important, car elle permet de représenter les échanges entre diverses�structures� (diagrammes) d'une catégorie.Soient C;D et E des catégories, et F;G des foncteurs dans la con�guration suivante :D F C EG :Nous appellerons �èche de F vers G un triple (d; e; f) où d est un objet de D, e un objetde E et f : F (d) ! G(e) une �èche de C. Graphiquement, une �èche de F vers G se présentecomme ceci : F (d)fG(e)Étant données deux �èches de F vers G, f : F (d) ! G(e) et f 0 : F (d0) ! G(e0), unetransformation de �èches est une paire (k; h) avec k : d! d0 une �èche de D et h : e! e0 une�èche de E telle que le diagramme suivant commute :F (d) F (k)f F (d0)f 0G(e) G(h) G(e0)



4.4. LES CATÉGORIES DE FLÈCHES 45Il est important de voir que le couple (k; h) forme une seule entité, et il serait peut-êtreplus judicieux de représenter une transformation de �èches de la manière suivante :F (k)G(h)F (d)G(e) F (d0)G(e0)f f 0On peut maintenant formuler la dé�nition qui nous intéresse :Dé�nition 26. Pour C;D; E et F;G comme ci-dessus, on dé�nit la catégorie (F # G) commeétant la catégorie dont les objets sont les �èches de F vers G et les �èches des transformationsde �èches de F vers G. On appelle cette catégorie la catégorie des �èches de F vers G.Pour que (F # G) soit une catégorie, il faut préciser sa structure : la �èche identité de l'objetF (d) ! G(e) est bien entendu la paire (idd; ide), et la composition des deux transformations(k; h) et (k0; h0) est (k � k0; h � h0). On véri�e alors facilement que (F # G) est une catégorie.Notons que cette construction est souvent appelée du nom anglais de comma-category,car elle était à l'origine notée (F;G) (comma = virgule). Je préfère ne pas utiliser cetteappellation pour au moins deux raisons :1. Si l'on appelait tout ce qui se note avec une virgule du nom de virgule-..., on risqueraitde rencontrer des textes mathématiques où n'apparaît pratiquement qu'un seul mot.2. La notation avec virgule a déjà été abandonnée en 1971 par [Mac71] au pro�t de celleque j'utilise ici... Alors pourquoi garder une appellation obsolète depuis au moins 27ans?On peut dé�nir une fonction P1 : (F # G)! Dde la manière suivante :� P1(F (d)! G(e)) = d,� P1(h; k) = h pour (h; k) une transformation de �èches.Par analogie avec le cas d'un produit, nous appellerons P1 projection sur D.On peut bien entendu dé�nir de même la projection P2 sur E .Si on voit F et G comme des diagrammes � donc des structures � dans C, onpeut considérer (F # G) comme la catégorie représentant le comportement ou le �uxd'information de F à G, comme le suggère la �gure 4.1.Je ne donnerai pas d'exemple mathématique de cette construction ; pour cela, reportez-vous à [Mac71]. Par contre, j'énumère ici quelque cas particuliers avec des interprétationspossibles.F constant Si F est constant � c'est à dire qu'il envoie tous les objets de E sur un mêmeobjet B de C et toutes les �èches de E sur idB � alors on note facilement (B # G) pour(F # G).On peut voir cette catégorie comme représentant le comportement de l'objet Bpar rapport à l'organisation G.



46 CHAPITRE 4. CONSTRUCTIONS SUR LES CATÉGORIESD
E

C F (D)G(E)
F

GFig. 4.1: Une catégorie de �èches vue comme �ux d'information.G constant Si c'est G qui est constant, on note facilement (F # B).Ceci représente plutôt l'information en provenance de F qui est accessible pourl'objet B.F ou G identité Si F ou G est le foncteur identité 1, on notera plutôt (C # G) ou (F # C).Ceci est en accord avec la pratique courante de noter A pour idA quand A estun objet d'une catégorie. Ce cas s'interprète comme les précédents, si ce n'est qu'ilreprésente plutôt le comportement de F par rapport à tout son environnement (oul'information de G sur son environnement).En combinant ces cas particulier, on peut obtenir par exemple la catégorie (C # B),que Ehresmann et Vanbremeersch appellent le paysage de B ; en e�et, cette catégoriereprésente la totalité de l'information accessible pour B (cf. la deuxième partie de cemémoire pour plus de détails).

1. On doit alors avoir D = C ou E = C
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Chapitre 5Transformations naturelles5.1 IntroductionToute cette introduction est dans le style informel que je note généralement en �petitscaractères�. Cependant, vu sa longueur, je vais revenir momentanément à une mise enpage �normale�.Nous avons vu que les mathématiciens ont tendance, dès qu'ils dé�nissent un objet, àétudier les transformations qui respectent la structure de cet objet. Ainsi par exemple, aprèsavoir dé�ni les catégories, nous avons étudié les foncteurs.Les transformations naturelles sont aux foncteurs ce que les foncteurs sont aux catégo-ries. Autrement dit, ce sont des transformations qui respectent la structure des foncteurs. Ladi�culté est de savoir exactement ce qu'est la structure d'un foncteur, et donc ce qu'il fautrespecter ! Pour cela, il est utile de se rappeler que les foncteurs peuvent servir à spéci�erdes structures � et que dans ce cas on les appelle généralement diagrammes. Il est peut-êtreplus facile d'imaginer une transformation qui respecte la structure d'un diagramme que d'unfoncteur, et j'utiliserai donc plusieurs fois cet angle de vue dans ce chapitre.On peut raisonnablement se poser la question : �Pourquoi donc étudier des transformationsde foncteurs?� 1 Je vais tenter de donner un élément de réponse qui me paraît parlant (maiscet avis n'engage que moi).Nous allons considérer deux foncteurs GRF ! SET. Le premier est le foncteur sous-jacent N qui envoie un graphe sur l'ensemble de ses n÷uds. Le deuxième est le Hom-foncteurHom(�;�), où � est le graphe composé d'un seul n÷ud et pas de �èches. Si l'on remarque qu'unhomomorphisme de � dans un graphe quelconque G correspond essentiellement au choix d'unn÷ud de G, on se rend compte que Hom(�;�)(G) est essentiellement l'ensemble des n÷udsde G, c'est à dire N(G) !Là, le catégoricien que vous êtes en train de devenir devrait se réveiller et dire : �Ces deuxfoncteurs sont isomorphes�. Oui mais, pour être isomorphes, il faudrait que ce soient les objetsd'une catégorie.Notre programme est donc le suivant : Pour des catégories C et D, nous allons dé�nir cequ'est une transformation naturelle entre deux foncteurs F;G : C ! D, de telle sorte quel'ensemble de ces foncteurs munis de cette famille transformations forme une catégorie. Nous1. Notez que l'on peut alors aussi se poser la question �Pourquoi étudier les catégories� ou même �Pourquoiétudier�... mais là, je n'ai pas de réponse toute faite.



48 CHAPITRE 5. TRANSFORMATIONS NATURELLESaurons ainsi la possibilité, par exemple, de formuler clairement que les deux foncteurs ci-dessussont isomorphes � et de le prouver !5.2 Transformations naturelles5.2.1 Dé�nitionPour clari�er cet exposé, nous allons introduire une troisième dimension dans nos illustra-tions ; ainsi, un couple de foncteurs F;G : A ! B peut être visualisé comme illustré dans la�gure 5.1.
� � � � � �

� � �
F
GA BFig. 5.1: Un couple de foncteurIl faut cependant être conscient que cette �géométrisation� est uniquement à but didac-tique : il n'y a aucune raison intrinsèque aux catégories de représenter un objet �au-dessus�d'un autre, ou de dessiner une catégorie sur un plan plutôt que dans l'espace.Dé�nition 27. Soient A;B des catégories et F;G : A ! B des foncteurs. Une transformationnaturelle � : F ! G est une famille de �èches �A indexée par les objets de A et véri�ant lesaxiomes suivants :TN-1: �A : F (A)! G(A) pour chaque objet A de A.TN-2: Pour tout f : A! B dans A, on a �B � F (f) = G(f) � �A.TN-2 est souvent formulée graphiquement en demandant que le diagramme suivant com-mute : F (A) F (f)�A F (B)�BG(A) G(f) G(B)Notre représentation en volume devient alors celle de la �gure 5.2.Les �èches verticales sont appelées les composantes de �.Donc une transformation naturelle est une transformation du diagramme F au dia-gramme G qui est �compatible� avec les �èches du diagramme. On peut se �promener�
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� � � � � �

� � �F
GA B�

Fig. 5.2: Une transformation naturelledans F puis �descendre� dans G ou �descendre� tout de suite et faire la �même� promenadedans G ; cela doit revenir au même.5.2.2 ExemplesLes transformations naturelles, vous vous en doutez, peuvent être des objets trèscomplexes. Je ne donnerai donc ici que quelques exemples simples ; pour d'autres exemples,reportez-vous par exemple à [Mac71].Ce qu'il est important de saisir ici, c'est que si les foncteurs F et G instancient unestructure dans B, alors les transformations naturelles sont les transformations qui res-pectent cette structure.Attribution de rôles Nous avons vu au paragraphe 3.4 qu'on pouvait interpréter un fonc-teur de la catégorie A R a Pdans la catégorie SET (par exemple) comme une attribution de rôles. Voyons ce qu'unetransformation naturelle représente alors.Soient F;G : A ! SET. Prenons par exemple� F (R) ={Président, Secrétaire, Caissier, Intendant},� F (P ) ={Paul, Pierre, Jean, Jacques},� G(R) ={Directeur, Secrétaire, Comptable, Concierge},� G(P ) ={Luc, Pascal, Étienne, François},avec F (a) et G(a) des fonctions attribuant ces rôles. Une transformation naturelle � : F ! Gsera donc composée de deux fonctions �R : F (R) ! G(R) et �P : F (P ) ! G(P ) qui font



50 CHAPITRE 5. TRANSFORMATIONS NATURELLEScommuter le diagramme F (R) F (a)�RPrésident F (P )�PPaulG(R) G(a)Directeur G(P )LucJ'ai représenté le trajet de l'élément �Président� le long de ce diagramme pour bienillustrer ce qu'exige sa commutativité : � doit transformer les rôles et les personnes demanière compatible avec les attributions. Ainsi, si �R envoie �Président� sur �Directeur�,alors �P doit envoyer �Paul� sur �Luc�.Notons que les quatre ensembles ci-dessus n'ont pas besoin d'être tous distincts. Parexemple, si F (R) = G(R), � décrit plutôt une succession au sein d'une hiérarchie. Nousétudierons le cas F (R) = F (P ) au prochain paragraphe.Homomorphisme de graphes Nous avons vu qu'un graphe pouvait être décrit comme unfoncteur de la catégorie � dans SET. Dans ce cas, une transformation naturelle entre deuxde ces foncteurs est exactement un homomorphisme de graphes. En e�et, si l'on écrit les deuxdiagrammes exigés par TN-2, on obtient exactement ceux du paragraphe 2.1.3.Ensembles ordonnés Si F;G : A ! B sont des foncteurs et B est la catégorie d'un ensembleordonné, alors il existe une transformation naturelle de F à G si et seulement si F (a) � G(a)pour tout objet a de A. Ceci est simplement la traduction de TN-1 dans ce cas. Commed'habitude, TN-2 n'ajoute pas de contrainte supplémentaire, puisqu'il y a au plus une �ècheentre deux objets. Notons que cette transformation, si elle existe, est unique (pour la mêmeraison).5.3 Cônes et co-cônesLes transformations naturelles étant des transformations de diagrammes qui en pré-servent la structure, un cas particulier peut paraître intéressant ; en e�et, lorsque l'undes diagrammes est réduit à un point, on peut espérer que dans un certain sens, il va�résumer� la structure de l'autre en un seul point.Au fait, il faut un petit peu plus que cela pour obtenir une notion intéressante ; ce serale sujet du chapitre 6. Mais cela n'empêche pas d'étudier déjà un peu ce qui se passe...Dé�nition 28. Soient A;B des catégories et C;D : A ! B des diagrammes (ou des fonc-teurs). Si C est constant de valeur S, une transformation naturelle � : C ! D est appeléecône au-dessus de D de sommet S.Remarquons que pour que C soit quali�é de constant, il faut non seulement qu'il envoie tousles objets de A sur le même objet S, mais aussi toutes les �èches de A sur idS . L'appellation



5.4. LES CATÉGORIES DE FONCTEURS 51de cône se comprend bien en contemplant la représentation suivante :� �� �Les �èches �verticales� sont les composantes de la transformation naturelle � et par consé-quent TN-2 exige la commutation de tous les triangles �verticaux�.On peut considérer la notion duale :Dé�nition 29. Soient A;B des catégories et C;D : A ! B des diagrammes (ou des fonc-teurs). Si D est constant de valeur S, une transformation naturelle � : C ! D est appeléeco-cône au-dessous de C de sommet S.La représentation graphique devient alors la suivante :�� ��Par exemple, dans la catégorie d'un ordre partiel, le sommet d'un cône sur D est unminorant, ou borne inférieure de D, c'est à dire un élément plus petit que tous les élémentsde D. Le sommet d'un co-cône sous D est un majorant, ou borne supérieure de D.Dans l'exemple de l'attribution de rôles, il est plus di�cile de voir ce qui se passe siF (R) = F (P ) = S. A la ré�exion, on se rend compte qu'il faudrait que S soit formé decouples du genre (Président, Pierre). Nous y reviendrons quand nous parlerons de limites(cf. chapitre 6).Les dé�nitions 28 et 29 sont généralement données en termes des diagrammes commu-tatifs exigés par TN-2. Je dois à [Bol94] l'idée d'utiliser directement les transformationsnaturelles, ce qui permet une dé�nition plus conceptuelle de ces notions.5.4 Les catégories de foncteursCommençons par véri�er deux points importants :Transformations identités Soient A et B des catégories. Pour un foncteur F : A ! B, lafamille de �èches fidF (A) jA 2 Ag est une transformation naturelle idF : F ! F . En e�et, ilest évident que le diagramme F (A) F (f)idF (A) F (B)idF (B)F (A) F (f) F (B)



52 CHAPITRE 5. TRANSFORMATIONS NATURELLEScommute.Composition De plus, pour G;H : A ! B et � : F ! G; � : G ! H, la transformationobtenue en composant les �èches de � et � composante par composante est une transformationnaturelle � � � : F ! H. En e�et, le rectangle extérieur dansF (A) F (f)�A F (B)�BG(A) G(f)�A G(B)�BH(A) H(f) H(A)commute car les deux carrés commutent.Ce type de preuve �visuelle� est très courant en théorie des catégories. C'est dans cegenre d'application que la notion de diagramme montre toute sa force ; pour prouver quela composition de deux transformations naturelle est une transformation naturelle, ondessine le diagramme qui doit commuter... et c'est tout !Les deux points que nous venons de véri�er nous permettent � vous l'avez vu venir � deparler de la catégorie des foncteurs de A ! B :Dé�nition 30. Soient A;B des catégories. Nous noterons Fun(A;B) la catégorie dont lesobjets sont les foncteurs A ! B et les �èches les transformations naturelles entre ces foncteurs.Cette catégorie une fois dé�nie, on peut se poser de nombreuses questions sur sa structure.Nous nous contenterons d'un résultat important :Proposition 7. Soient A;B des catégories. Soit � une �èche de Fun(A;B). Alors � est unisomorphisme de Fun(A;B) si et seulement si pour tout objet A de A, �A est un isomorphismede B.On peut exprimer cette proposition ainsi : �Une transformation naturelle est un isomor-phisme si et seulement si toutes ses composantes sont des isomorphismes.�On appelle souvent une telle transformation naturelle un isomorphisme naturel.Exemple Dans l'introduction, nous avons annoncé que les foncteurs N : GRF ! SETet Hom(�;�) : GRF ! SET sont naturellement isomorphes ; pour voir ceci, nous allonsconstruire l'isomorphisme composante par composante. Soit G un graphe. Alors on peut dé�nirune transformation naturelle � : Hom(�;�)! Nde la manière suivante : pour un homomorphisme de graphes f : �! G, �G(f) est l'image duseul n÷ud de � par f . On a donc bien�G : Hom(�;G)! N(G);et on voit facilement que cette �èche est un isomorphisme. De plus, on véri�e sans peine lanaturalité de cette transformation (il su�t de dessiner le diagramme de TN-2).Donc ces deux foncteurs sont bien isomorphes.



5.5. ÉQUIVALENCES DE CATÉGORIES 535.5 Équivalences de catégoriesEn tant qu'objets de la catégorieCAT, deux catégories peuvent être isomorphes. Celasigni�e, littéralement, qu'elles ont la même forme. Il arrive cependant que deux catégoriesse ressemblent sans être isomorphes. C'est pourquoi on utilise parfois la notion moins forted'équivalence de catégories.Dé�nition 31. Soient A;B des catégories et F : A! B un foncteur. F est appelé équivalencede catégories s'il existe un foncteur G : B ! A tel que G � F est naturellement isomorphe àidA et F �G est naturellement isomorphe a idB. G est appelé pseudo-inverse de F .Cette dé�nition nous dit donc que de faire G �F revient essentiellement au même quede ne rien changer...Ensembles �nis A titre d'exemple, prenons pour A la sous-catégorie pleine de SET dontles objets sont les ensembles �nis. Prenons pour B la sous-catégorie pleine de A dont les objetssont les ensembles f0g; f0; 1g; f0; 1; 2g, etc.Alors le foncteur F : A ! B qui envoie chaque ensemble �ni sur celui de même cardinalitédans B a pour pseudo-inverse l'inclusion G : B ! A. 2Comme deux ensembles de même cardinalité sont isomorphes dans A, on conçoit quel'on ne �perd pas trop� à ne garder qu'un seul ensemble de chaque cardinalité.La notion d'équivalence permet donc de comparer des catégories �semblables�, et quiont pourtant des �tailles� très di�érentes.La notion d'équivalence de catégories est traitée en détail dans [BW90], au paragraphe 3.4,et dans [Mac71], au paragraphe IV.4.Notons encore que dans le cas ci-dessus, A est équivalent à une de ses sous-catégoriespleines B. Dans ce cas, on dit que B est un squelette de A. Pour plus de détails, reportez-vousà [Mac71].

2. La construction précise de cette équivalence se trouve dans [Mac71], pp.17�18.





55
Chapitre 6Limites et colimitesLa notion de limite est une notion centrale dans de nombreuses applications de la théo-rie des catégories (cf. par exemple les travaux de Boldini, Ehresmann et Vanbremeersch,Sallantin, etc.). Dans [Mac71], on peut lireAs Eilenberg-Mac Lane �rst observed, �category� has been de�ned in orderto de�ne �functor� and �functor� has been de�ned in order to de�ne �naturaltransformation�.J'aurais presque envie de rajouter que dans cet ouvrage, j'ai dé�ni les transformationsnaturelles dans le but d'obtenir une bonne dé�nition de �cône�, étape nécessaire vers lanotion de �limite�.6.1 Les catégories de cônesAu paragraphe 5.3, nous avons dé�ni un cône comme étant une transformation naturelled'un foncteur constant vers un autre foncteur. On a donc la con�guration suivante� �� �où tous les triangles �verticaux� commutent (par TN-2).Dé�nition 32. Soient D un diagramme et C;C 0 des cônes au-dessus de D de sommet S; S0respectivement. Une �èche de C à C 0 est une �èche f : S ! S0 telle que le diagrammeS fCA S0C0AD(A)commute pour tout objet D(A) du diagramme D.



56 CHAPITRE 6. LIMITES ET COLIMITESUne �èche entre deux cônes est donc une �èche entre leurs sommets qui est �compatible�avec le cône en dessous. On veut donc que tous les triangles de la forme 5 commutent dans� ��� �Il est évident que pour un cône C de sommet S, idS est une �èche de C dans C. Deplus, la composition de deux �èches entre des cônes en est encore une. Pour un diagrammeD donné, les cônes sur D forment donc une catégorie, appelée naturellement la catégorie descônes au-dessus de D.6.2 Limites6.2.1 Dé�nitionAvec ce que nous savons déjà, nous pouvons tout de suite aborder la dé�nition qui nousintéresse :Dé�nition 33. Soient A une catégorie et D un diagramme de A. Si la catégorie des cônesau-dessus de D possède un élément terminal, celui-ci est appelé limite de D.En d'autres termes, un cône L au-dessus de D est une limite de D si tout cône C sur Dpossède une unique �èche vers L.Il est clair qu'une limite � en tant que cône � est unique à isomorphisme près, puisquec'est un élément terminal. De plus, on voit facilement que si deux cônes sont isomorphes,alors leur deux sommets le sont aussi. C'est pour cette raison que l'on appelle parfois limitele sommet du cône L. Mais il faut être bien conscient que ceci est un abus de langage : àproprement parler, une limite est composée du sommet et des �èches vers le diagramme D.La dé�nition ci-dessus peut paraître obscure. Qu'y a-t-il de si intéressant dans unélément terminal de la catégorie des cônes ? Peut-être la reformulation suivante vouspermettra-t-elle de mieux cerner cela : �Une limite L de D est un objet ayant un compor-tement cohérent envers D, et véri�ant la condition suivante : si S est un objet ayant uncomportement cohérent envers D, alors ce comportement complexe peut se résumer demanière unique à un comportement simple envers L.�La notion de limite permet donc, dans un certain sens, de condenser une partie de lastructure d'un diagramme complexe en un seul objet. C'est cela qui fait son intérêt.6.2.2 ExemplesPour mieux saisir cette notion, nous voyons ici quelques exemples courants. Notons que[Mac71] consacre un chapitre entier et la moitié d'un autre à la notion de limite. C'est donclà, une fois de plus, que vous pouvez vous reportez pour en savoir plus.



6.2. LIMITES 57Ordres partiels Nous avons déjà vu que dans un ordre partiel, le sommet d'un cône sur Dest un minorant de D. Il est facile de voir qu'une limite de D est un in�mum, ou plus grandeborne inférieure, de D 1. En e�et, ce doit être un minorant tel que tout autre minorant estplus petit que lui, ce qui est exactement la notion d'in�mum !Attribution de rôles Dans notre fameux exemple de l'attribution de rôles, que donne lanotion de limite? La limite (dans SET) du diagrammeR a Ppeut être vue comme étant le graphe de a, c'est à dire l'ensemble f(r; a(r)) 2 R � P jr 2 Rgavec les projections évidentes sur R et P . Mais la limite peut également être le côneRidR aR a PCes deux constructions � isomorphes mais distinctes � sont aussi �justes� l'une que l'autre,et ceci démontre que les �èches du cône sont aussi importantes que son sommet dans ladescription d'une limite.Produits Soit D un diagramme discret, c'est à dire ayant pour seules �èches les identités.Si D admet une limite, alors celle-ci est appelée produit de D.Dans SET, le produit dans ce sens coïncide avec le produit cartésien usuel. En e�et, soientA et B des ensembles. Alors le cône de sommet A�B dont les �èches sont les projections surA et B respectivement est une limite du diagramme formé de A et B ; pour un ensemble C etdes fonctions f : C ! A et g : C ! B, l'unique fonction C ! A �B exigée par la dé�nitionest la fonction f � g qui envoie c sur (f(c); g(c)), comme suggéré dans le dessin ci-dessous 2 :Cf�gf gA�Bp1 p2A BLe cas du produit à n facteurs est tout à fait similaire.De manière générale, le produit au sens catégoriel correspond au produit usuel dansde nombreuses catégories. Ainsi par exemple, il généralise le produit de monoïdes, degroupes, d'espaces vectoriels, d'espaces topologiques, et j'en passe.Notons que dans SET, le produit cartésien induit le produit usuel sur les entiers si l'onconsidère la cardinalité des ensembles. En e�et, le produit cartésien de deux ensembles derespectivement n et m éléments contient nm éléments.1. La notion d'in�mum est une généralisation de celle de minimum. Par exemple, l'ensemble ]0; 1] dans Rn'a pas de minimum; cependant, 1 est son in�mum.2. Notons qu'il est courant, lorsqu'on veut traduire en diagramme une a�rmation comme �il existe uneunique �èche qui...�, de représenter la �èche concernée en pointillés.



58 CHAPITRE 6. LIMITES ET COLIMITESÉgalisateurs Considérons le diagramme D suivant :A fg B:Sa limite, si elle existe, est appelée égalisateur de f et g. Notons que comme la �èche q dansle cône Ep qA fg Best forcément la composition f � p = g � p, on omet souvent de la représenter, et on dessineun égalisateur de la manière suivante :E p A fg BPrenons un exemple dans SET pour mieux voir ce que cela représente. Soient A = R2et B = R ; prenons pour f la fonction de valeur constante 1 et pour g la fonction qui envoie(x; y) sur x2 + y2 : R2 1x2+y2 RAlors l'égalisateur de f et g est (à isomorphisme près !) le cercle unitéS1 = f(x; y) 2 Rjx2 + y2 = 1gmuni de son inclusion canonique i dans R2 , ce qui nous donne le diagramme suivant :S1 i R2 1x2+y2 RCeci suggère une bonne manière de voir un égalisateur dans SET : c'est le plus grandsous-ensemble de A qui véri�e l'équation exprimée par la paire de �èches parallèles f etg.Pull-backs Considérons la limite P du diagramme suivant :A f C BgSi elle existe, elle est appelée pull-back de f et g 3. Par habitude, on omet la �èche �forcée� 4P ! C du cône limite, et on représente le pull-back P de la manière suivante :P BgA f C3. Ce n'est pas que je sois un grand amateur d'anglicismes, mais je crois qu'il n'y a pas de nom standarden français...4. Cette �èche est déterminée par les autres �èches et par les exigences de commutativité du cône limite.



6.3. COLIMITES 59Rappelons encore une fois que le fait que P soit limite du diagramme D signi�e que pourtout cône de sommet Q sur D, il existe une unique �èche Q ! P telle que le diagrammesuivant commute : Q P BgA f CDans SET, P est l'ensemblef(a; b) 2 A�Bjf(a) = g(b)g:Ceci se véri�e facilement en suivant la dé�nition.Prenons un exemple concret. Nous sommes dans un restaurant ; A est l'ensemble desentrées et B l'ensemble des plats sur la carte. C est l'ensemble fprintemps, été, automne,hiverg, et f et g envoient chaque entrée ou plat sur la saison à laquelle on peut le servir(p.ex. f(asperges)=printemps). Alors P est l'ensemble des menus cohérents, c'est à direle menus que l'on peut servir sans attendre des mois entre l'entrée et le plat !On pourrait donner encore bien d'autres exemples de limites ; pour des raisons de place,nous nous arrêterons cependant ici. Notons qu'il existe des résultats intéressants sur la classi-�cation des limites, comme par exemple :Proposition 8. Soit A une catégorie contenant tous ses produits et tous ses égalisateurs.Alors A contient toutes ses limites.La preuve est constructive : elle décrit la construction d'une limite quelconque à partir deproduits et d'égalisateurs. Pour les détails, reportez-vous à [BW90].Il existe d'autres familles de limites qui su�sent à engendrer les autres, ainsi que denombreux cas particuliers qui présentent les intérêts les plus divers. Faire le tour de laquestion dépasse largement la prétention de ce texte....6.3 ColimitesLa colimite � on s'en doute � est la notion duale de la limite. Nous allons passer rapide-ment sur les dé�nitions et exemples qui sont �nalement assez proches de ceux du paragrapheprécédent.6.3.1 Dé�nitionOn peut dé�nir une structure de catégorie sur l'ensemble des co-cônes au-dessus de Dexactement de la même manière que pour les cônes. On peut alors poser la dé�nition suivante :Dé�nition 34. Une colimite du diagramme D est un objet initial de la catégorie des co-cônesau-dessous de D.



60 CHAPITRE 6. LIMITES ET COLIMITESComme une limite, une colimite est unique à isomorphisme près. Ceci est une conséquencedirecte de la dualité des deux notions : les résultats acquis pour les limites s'appliquent égale-ment aux colimites.6.3.2 ExemplesDans un ordre partiel, une colimite d'un diagramme D est un supremum, ou plus petiteborne supérieure, de D ; ceci n'est pas surprenant puisque la limite de D, si elle existe, en estl'in�mum...Parcourons maintenant rapidement les di�érents types de diagrammes dont nous avonsétudié les limites.Sommes La colimite d'un diagramme discret D s'appelle co-produit, ou somme, de D. DansSET, cela nous donne la notion de réunion disjointe 5. Notons que du point de vue de lacardinalité, c'est bien une somme qui est e�ectuée.Co-égalisateurs La colimite L du diagrammeA fg Bs'appelle co-égalisateur. On omet généralement la �èche forcée A! L dans la représentation,ce qui nous donne A fg B p L:Dans SET, le coégalisateur du diagramme ci-dessus peut être vu comme l'ensemble obtenupar une identi�cation minimale des éléments de B pour que l'équation exprimée par la paire de�èches parallèles soit véri�ée. Ainsi par exemple, si on prend pour A l'ensemble à un élémentf�g et pour B le segment [0; 1] ; et si f et g sont les fonctions qui envoient � sur 0 et 1respectivement f�g 01 [0; 1] ;alors le coégalisateur est le segment [0; 1] où l'on �recolle� 0 et 1, ce qui nous donne le dia-gramme f�g 01 [0; 1] p �0�1 :Au fait, pour être tout à fait correcte, cette construction devrait se faire dans lacatégorie des espaces topologiques. Si vous n'êtes pas familier avec la topologie, prenezl'exemple ci-dessus dans un sens métaphorique.5. La réunion disjointe de deux ensembles est l'ensemble obtenu en les réunissant sans identi�er les élémentssemblables. Ainsi par exemple, la réunion disjointe de a = f1; 2g et b = f2; 3g est aq bf1; 2a; 2b; 3g.



6.3. COLIMITES 61Pushouts La notion duale du pullback est le pushout. Un pushout est donc une colimite dudiagramme A gf BCComme précédemment, on omet généralement la �èche �diagonale� du cône limite � quiest forcée par la composition des autres � et on représente la caractéristique d'un pushout dela manière suivante : A fg BC P QDans SET, on peut décrire P comme étant la somme de B et C où l'on identi�e les pointsqui sont images du même élément de A :P = B q C= �où � est dé�ni par f(a) = g(a). Par exemple, si A est l'ensemble à un point et B et C sontdes objets géométriques, P est l'objet obtenu en recollant B et C sur l'image de A :f�g �� �
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Chapitre 7Foncteurs représentables et élémentsuniverselsLes notions de limites, foncteurs représentables et éléments universels sont étroitementliées. Comme nous avons étudié assez en détail les problématiques relatives aux limites, nouspasserons plus rapidement sur les deux autres sujets.7.1 Foncteurs représentablesPour une catégorie A, un foncteur F : A ! B est essentiellement un objet externe. Laquestion est de savoir s'il y a parfois un moyen de le représenter de manière plus ou moinsinterne à la catégorie. Il arrive que cela soit possible dans le cas où B est la catégorieSET.Dé�nition 35. Soient A une catégorie et F : A ! SET un foncteur. S'il existe un objet Ade A et un isomorphisme naturel � : Hom(A;�) ! F , alors F est dit représentable ; dans cecas, on dit que A représente F .Notons qu'il existe une notion similaire pour les foncteurs contravariants : un tel foncteurest dit représentable si il est naturellement isomorphe à un Hom(�; C).Nous avons déjà vu un exemple de foncteur représentable au paragraphe 5.4, où nous avonsprouvé que le foncteur �Ensemble des n÷uds� GRF! SET est isomorphe à un Hom-foncteur.Nous verrons un exemple d'utilisation des foncteurs représentables au chapitre 10, oùcet outil est utilisé pour obtenir une notion de sous-objet qui soit interne à la catégorie...7.2 Le lemme de YonedaLe paragraphe précédent suggère d'étudier de plus près les transformations naturellesdont le domaine est un Hom-foncteur. L'outil catégoriel de base dans ce contexte est lelemme de Yoneda.Soient A une catégorie et F : A ! SET un foncteur. Étant donné un objet C de A, leproblème qui nous intéresse est de classi�er les transformations naturelles� : Hom(C;�)! F:



64 CHAPITRE 7. FONCTEURS REPRÉSENTABLES ET ÉLÉMENTS UNIVERSELSPour simpli�er l'écriture dans ce qui suit, nous noterons H pour Hom(C;�).Soient D un objet de A et f : C ! D une �èche de A. Alors TN-2 exige que le diagrammesuivant commute : H(C) H(f)�C H(D)�DF (C) F (f) F (D)Les quatre sommets de ce diagramme sont des ensembles et les quatre �èches des fonctions.De plus, H(C) = Hom(C;C) contient forcément idC . Voyons quel doit être le �trajet� de cetélément dans le diagramme : �idCH(C) H(f)�C �f H(D)�D��C(idC)F (C) F (f) �? F (D)Ainsi, on voit que le choix de l'image par �C de idC détermine complètement � ; en e�et,on doit avoir �D(f) = F (f)(�(idC)):Réciproquement, il est clair que � détermine �C(idC) ! On a donc esquissé le contenu du trèscélèbre lemme de Yoneda. Pour l'exprimer clairement, nous noterons TN(A;B) l'ensemble destransformations naturelles du foncteur A au foncteur B.Lemme de Yoneda. Soient A une catégorie, F : A ! SET un foncteur et C un objet deA. Alors on a une bijection TN(Hom(C;�); F ) �= F (C)� 7! �C(idC)d'inverse c 7! �c, où �c est dé�ni par�cD(f) = F (f)(c):La preuve de ce lemme ne repose que sur des véri�cations de routine : véri�er quel'inverse que je donne est bien un inverse, et que �c est e�ectivement une transformationnaturelle. Je vous encourage à e�ectuer ces véri�cations, pour vous familiariser avec cerésultat.Ce �lemme de Yoneda� peut sembler absolument trivial et sans intérêt ; Du point devue purement formel, il est e�ectivement trivial. Mais pas sans intérêt. En e�et, les objetsqu'il met en bijection sont souvent de nature très di�érente. A ce niveau d'abstraction,on obtient donc sans e�ort un résultat qui peut être très puissant dans certains cas.Pour dévoiler toute la puissance de ce résultat, il faudrait l'appliquer à des objetsmathématiques relativement complexes ; cependant, nous ne verrons qu'un exemple simple� qui ne nous apprendra rien de nouveau � mais qui a l'avantage d'être facilementcompréhensible.



7.3. ÉLÉMENTS UNIVERSELS 65L'exemple des graphes Prenons pour A la catégorieF sb O :Un foncteur F : A ! SET peut donc être vu comme un graphe. Le lemme de Yonedas'applique une fois par objet de A, donc en l'occurrence deux fois.Appliquons-le à F . Le foncteur Hom(F;�) représente le graphe � composé d'une seule�èche et de ses deux extrémités : s idF bEn e�et, Hom(F; F ) est l'ensemble fidF g et Hom(F;O) est l'ensemble fs; bg. Si on interprètece foncteur comme un graphe, ces ensembles nous en donnent respectivement les �èches et lesn÷uds.Une transformation naturelle de Hom(F;�) dans un foncteur G peut donc être vue commeun homomorphisme de � dans le graphe représenté par G. Or Yoneda nous dit que ces homo-morphismes sont en bijection avec G(F ). Donc il y a autant d'homomorphismes de � dans legraphe G que de �èches dans G... ce qui n'est pas une surprise !Appliqué à O, le lemme de Yoneda nous donne un résultat similaire : Si on note � legraphe composé d'un seul objet et pas de �èches, les homomorphismes de � dans un grapheG quelconque sont en bijection avec les n÷uds de G.Il est vrai que ces applications ne nous ont rien appris de nouveau. Libre à vous dechercher d'autres exemples plus compliqués où les résultats seraient plus spectaculaires ;on en trouve par exemple dans le domaine de la topologie.Comme les applications �intéressantes� de Yoneda se trouvent souvent dans les hautessphères mathématiques, je ne vais plus beaucoup en parler dans ce texte. Cependant, ilétait impossible de ne pas le citer, vu son importance capitale dans le travail courant ducatégoricien.7.3 Éléments universelsLes éléments universels � ou la notion proche de �èches universelles � sont trèscourants dans la littérature catégorielle. Dans ce texte, je les ai un peu éclipsés au pro�tdes limites. Voici tout de même leur dé�nition.Dé�nition 36. Soient C un objet de la catégorie A et F : A ! SET un foncteur ; soit c unélément de F (C). Si la transformation naturelle�c : Hom(C;�)! Fdécrite ci-dessus est un isomorphisme, alors c est appelé élément universel de F .On peut reformuler cette dé�nition sans passer par les transformations naturelles :Proposition 9. Soient F : C ! SET un foncteur, C un objet de C et c 2 F (C). Alors c estun élément universel de F si et seulement si pour tout objet C 0 de C et tout élément x 2 F (C 0)il existe une unique �èche f : C ! C 0 véri�ant F (f)(c) = x.



66 CHAPITRE 7. FONCTEURS REPRÉSENTABLES ET ÉLÉMENTS UNIVERSELSLa preuve est facile. Cette proposition a une conséquence qui peut être utile en certainesoccasions :Corollaire 1. Si c 2 F (C) et c0 2 F (C 0) sont tous deux des éléments universels de F , alorsil existe un unique isomorphisme f : C ! C 0 tel que F (f)(c) = c0.Si le foncteur F admet un élément universel, alors il est représentable ; ceci est une consé-quence directe des dé�nitions. De plus, si le F est représentable, le lemme de Yoneda nous enfournit un élément universel. On peut donc énoncer la proposition suivante :Proposition 10. Le foncteur F : C ! SET est représentable si et seulement s'il admet unélément universel.Les deux notions titres de ce chapitre sont donc étroitement liées. De plus, elles sonttrès proches de la notion de limite. On peut e�ectivement dé�nir une limite comme étantun élément universel d'un certain foncteur ; mais on peut également parler d'un élémentuniversel comme étant la limite d'un certain diagramme...Une étude détaillée des liens entre ces notions prendrait trop de place ici ; il est cepen-dant important de comprendre que foncteurs représentables, éléments universels et limitessont trois facettes d'un même problème, et que le choix de l'une ou l'autre est avant toutune question de point de vue.Dans ce texte, j'ai choisi de mettre l'accent sur les limites, car ce sont elles, me semble-t-il, qui ont rencontré le plus de succès hors-mathématiques.
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Chapitre 8Adjonction8.1 IntroductionComme pour le chapitre 5, toute cette introduction est dans un style informel. Lesidées que je propose ici sont tout à fait personnelles, et n'ont d'autre prétention que devous aider à sentir le concept qui fait le titre de ce chapitre.Le concept d'adjonction est un concept clé de la théorie des catégorie ; il s'agit d'une notiontrès générale qui regroupe sous un seul nom à peu près tout ce que nous avons vu jusqu'àmaintenant. Dès lors, on conçoit qu'il soit di�cile de bien cerner une telle notion. Pour vousaider, je vous propose ici une interprétation métaphorique ; celle-ci n'a aucune prétentionpsychologique ou mathématique, mais mon espoir est de vous donner une perception globaledu concept.Vous êtes-vous déjà demandé comment il est possible qu'un humain puisse utiliser unecalculette? en e�et, je suis strictement incapable de percevoir les impulsions électroniques quivoyagent dans ma calculette, et celle-ci, à ma connaissance, ne peut pas concevoir le nombre2 au sens où je l'utilise.Par contre, il a été dé�ni un protocole d'échange, qui permet à l'information de circuler demoi à la calculette � via un clavier �, et dans l'autre sens � via un écran. Pour les besoinsde la cause, je vais supposer que ce protocole d'échange me permet de me forger une certainereprésentation de ma machine, laquelle de son côté peut se faire une certaine image de moi (!)Ceci nous permet à tous les deux de nous représenter le dialogue que nous sommes en traind'avoir.On peut alors faire l'hypothèse suivante : pour que la calculette puisse �comprendre� mesordres � et moi ses réponses � il faut qu'il y ait une certaine ressemblance entre nos repré-sentations respectives de l'échange que nous avons.On peut traduire cette idée en termes catégoriels : le protocole d'échange entre deux ca-tégories est formé de deux foncteurs (un dans chaque sens) ; l'image qu'une catégorie se faitde l'autre est l'image, au sens mathématique, du foncteur correspondant. La représentationdu dialogue est alors une catégorie de �èches adéquate. En�n, la notion qui décrit que noscatégories se �comprennent� est celle d'adjonction.L'intuition d'utiliser l'adjonction pour parler de la prédictibilité d'une machine mevient de J. Sallantin. Je crois cependant que ma manière de préciser cette idée est assezéloignée de sa pensée de départ...



68 CHAPITRE 8. ADJONCTION8.2 Dé�nitionNotation. A partir de maintenant, nous nous permettrons de sous-entendre les parenthèseset les ��� lorsque le contexte est clair. Ainsi par exemple, nous noterons GFGB au lieu deG � F �G(B) ou de G(F (G(B))).Dé�nition 37. Soient A;B des catégories et F;G des foncteurs dans la con�guration sui-vante : A F BGOn dit que F est l'adjoint à gauche de G � et que G est l'adjoint à droite de F � s'il existeun isomorphisme � : (A # G)! (F # B)tel que le diagramme suivant commute :(A # G) � (F # B)A� Boù les composantes des �èches obliques sont les projections dé�nies au paragraphe 4.4.Pour exprimer la commutativité du diagramme ci-dessus, on dit aussi que � est un iso-morphisme au-dessus de A� B.Il est important de bien comprendre ce que signi�e cette commutativité ; prenons une �èchede (A # G), munie de ses deux extrémités : hGkAGB A0GB0f f 0Elle doit être envoyée par � sur une �èche de la formeFhkFAB FA0B0g g0L'existence d'un isomorphisme de catégories de �èches correspond bien à ce que j'an-nonçais dans l'introduction. Le fait que cet homomorphisme doive être au-dessus de A�Bpeut être interprété ainsi : non seulement, ces catégories doivent être isomorphes, mais lesobjets mis ainsi en correspondance doivent avoir une certaine cohérence : on pourrait ima-giner que l'isomorphisme est présent, mais que quand je demande à ma machine d'éleverun nombre au carré, elle en prenne le sinus !



8.3. UNE AUTRE DÉFINITION 698.3 Une autre dé�nitionLa dé�nition que j'ai donnée au paragraphe précédent, due à F. Lawvere, a l'avantaged'être très conceptuelle, concise et, à mon goût, élégante. Par contre, elle est peu opéra-toire : véri�er que deux foncteurs sont adjoints relève du calvaire ! C'est sans doute pourcela que cette dé�nition est peu courante dans la littérature.Dans ce paragraphe, je vais donner une dé�nition plus technique, qui permet dansbien des cas de limiter les véri�cations à peu de choses. C'est cette dé�nition-là, ou unesemblable, que l'on trouve dans la plupart des ouvrages.Dé�nition 38. Dans la même con�guration que ci-dessus, on dit que F est l'adjoint à gauchede G si il existe une transformation naturelle � : idA ! GF telle que pour toute �èchef : A! GB avec A un objet de A et B un objet de B il existe une unique �èche g : FA! Bavec f = Gg � �A.Cette dé�nition n'a pas la symétrie de la précédente. Cependant, on peut la rétablir àl'aide du résultat suivant :Proposition 11. Si F est adjoint à gauche de G, alors il existe une transformation naturelle� : FG! idB telle que pour toute �èche g : FA! B il existe une unique �èche f : A! GBavec g = �B � Ff .En dualisant cette proposition, on obtient que ces deux caractérisations sont équivalentes.La preuve n'est pas di�cile, mais elle est assez longue. Vous pouvez vous reportez à[BW90], au chapitre 12. Je préfère garder cette place pour prouver l'équivalence entre lesdeux dé�nitions que j'ai données. Mais tout d'abord, voici quelques exemples.8.4 ExemplesJe donne ici, sans preuve, divers exemples d'adjoints. La plupart des véri�cationssont de la pure routine. Si vous rencontrez un problème, reportez-vous à la nombreuselittérature sur la question.Ensembles de parties Soit A un ensemble. Alors l'ensemble P(A) des parties de A peutêtre vu comme un ordre partiel, ordonné par l'inclusion, et donc comme une catégorie.Soient A;B des ensembles et f : A ! B une fonction. Alors f induit un foncteur f�1 :P(B)! P(A) 1 par la formule f�1(B0) = fa 2 Ajf(a) 2 B0g:Ce foncteur admet comme adjoint à gauche le foncteur f� dé�ni parf�(A0) = ff(a)ja 2 A0g;et comme adjoint à droite le foncteur f! dé�ni comme suit :b 2 f!(A0) () f�1(b) � A0:1. On voit souvent f�1 comme une fonction B ! P(A) ; le choix de prendre la catégorie P(B) commedomaine permet cependant de faire de cette construction un foncteur P : SET! CAT.



70 CHAPITRE 8. ADJONCTIONStructures libres Nous avons déjà dit au paragraphe 3.1.2 que les foncteurs libres sont desadjoints à gauche des foncteurs oublieux. Par exemple, l'adjoint à gauche du foncteur oublieuxCAT! GRF est le foncteur GRF! CAT qui envoie chaque graphe sur la catégorie librecorrespondante.C'est là que la notion d'adjonction révèle toute sa force : la description formelle d'unecatégorie libre est assez délicate, alors que celle d'un graphe sous-jacent est triviale. Or ilsu�t de décrire la seconde pour avoir une bonne caractérisation de la première.Cet exemple peut aussi s'appliquer au cas des monoïdes libres, et aux autres structureslibres que vous pourriez connaître (groupes, anneaux, modules, ...).Objets initiaux et terminaux Soit 1 la catégorie élémentaire formée d'un seul objet (cfp.20) et soit C une catégorie quelconque. Alors si C admet un objet initial I, le foncteur 1! Cqui envoie l'unique objet de 1 sur I est un adjoint à gauche du foncteur constant C ! 1.Dualement, si C admet un objet terminal T , le foncteur 1 ! C d'image T est un adjoint àdroite du même foncteur constant.Limites Soient I et C des catégories. On peut construire la catégorie Fun(I; C) des dia-grammes dans C de forme I. Considérons le foncteur� : C ! Fun(I; C)qui envoie chaque objet C de C sur le diagramme constant de valeur C. Alors si C possèdetoutes les limites de ses diagrammes de forme I, le foncteur qui envoie chaque diagramme deFun(I; C) sur sa limite est un adjoint à droite de �.Dualement, le foncteur qui envoie chaque diagramme sur sa colimite, s'il existe, est unadjoint à gauche de �.La métaphore de la calculette nous suggère d'interpréter une adjonction comme unesituation où deux catégories se �comprennent� ; il est intéressant de voir en quoi cela peutnous aider à comprendre ce dernier exemple.Si on part de l'idée que les deux catégories en jeu peuvent se �comprendre� il paraîtplausible que la catégorie de diagrammes �voit� un objet de C comme un diagrammeconstant. C, quand à elle, ne peut pas concevoir ce qu'est un diagramme ; pour appréhenderles objets de Fun(I; C), il faudrait donc qu'elle possède des objets qui dans un certain sens�résument� ces diagrammes... ce qui est précisément le sens intuitif que j'ai proposé pourles limites et colimites.Il est clair que ceci n'est pas une preuve ; cependant, ce type de raisonnement peutdonner une intuition sur quel est l'adjoint d'un foncteur donné. Après, il ne reste plus queles véri�cations d'usage...8.5 Preuve de l'équivalence des dé�nitionsNous allons maintenant prouver que les dé�nitions 37 et 38 sont équivalentes. Ceci nouspermettra de nous familiariser non seulement avec la notion d'adjonction, mais également avecles catégories de �èches.



8.5. PREUVE DE L'ÉQUIVALENCE DES DÉFINITIONS 71Dans tout ce paragraphe, A;B sont des catégories et F;G des foncteurs dans la con�gura-tion A F BG :8.5.1 Dé�nition 37 =) Dé�nition 38Supposons que F et G sont adjoints au sens de la dé�nition 37. Soit � l'isomorphismeimpliqué par cette dé�nition.Soit A 2 A. On a idFA 2 (F # B), et on peut donc poser�A = ��1(idFA):Alors � ainsi dé�ni est une transformation naturelle idA ! GF . En e�et, on a �A : A! GFApour tout objet A. Il faut encore véri�er TN-2. Pour cela, partons du carréFA FfidFA FBidFBFA Ff FBqui est évidemment commutatif. On peut donc le voir comme une �èche de (F # B) :FfFfFAFA FBFBidFA idFB :L'image par ��1 de cette �èche est fGFfFAGFA BGFB�A �B :Or si on �dénoue� ce diagramme, on obtient le carré commutatifA f�A B�BGFA GFf GFBqui est précisément TN-2 dans notre cas.Il reste à véri�er l'a�rmation sur les �èches ; considérons une �èche f : A! GB. Alors dired'une �èche g : FA! B que f = Gg � �A revient à a�rmer la commutativité du diagrammeA idA�A AfGFA Gg GB



72 CHAPITRE 8. ADJONCTIONDonc cela revient à dire que idAGgAGFA AGB�A fest une �èche de (A # G). Ceci est le cas si et seulement si son image par �idFAgFAFA FABidFA �fest une �èche de (F # B), c'est-à-dire si le diagrammeFA idFAidFA FA�fFA g Bcommute. Donc on obtient f = Gg � �A () g = �f:Comme � est un isomorphisme, on obtient bien l'existence et l'unicité d'une telle �èche, ce quicomplète la preuve.8.5.2 Dé�nition 38 =) Dé�nition 37Supposons maintenant que F et G sont adjoints au sens de la dé�nition 38. Il nous fautconstruire un isomorphisme de catégories de �èches.Par dé�nition, pour toute �èche f : A ! GB il existe une unique �èche g : FA ! Bvéri�ant certaines propriétés ; cela nous fournit une bijection � entre les objets de (A # G)et de (F # B). Nous allons prolonger cette bijection sur les �èches de la manière suivante :l'image par � d'une �èche (f;Gg) de (A # G) fGgAGB A0GB0O O0est la �èche de (F # B) FfgFAB FA0B0�O �O0 :



8.6. REMARQUES 73Pour poser cela, il faut véri�er que ceci est bien une �èche de (A # G), donc que le carrésuivant commute : FA Ff�O FA0�O0B g B0Pour cela, nous allons le décomposer :FA�O FO Ff FA0FO0 �O0FGB FGg�B FGB0�B0B g B0Les deux triangles commutent par la proposition 11 ; le trapèze du haut commute aussicar c'est l'image par F du carré A fO A0O0GB Gg GB0que nous avons supposé commutatif en quali�ant (f;Gg) de �èche ; en�n, le trapèze du basn'est rien d'autre que TN-2 pour � et FGg, et donc il commute.On a donc dé�ni une transformation de (A # G) dans (F # B) au-dessus de A � B quivéri�e F-1.Il faudrait encore véri�er F-2 et F-3, et que le foncteur ainsi dé�ni est bien un isomor-phisme ; mais ces véri�cations sont essentiellement techniques et n'apportent pas grand chosede plus. N'hésitez pas à les faire vous-même en cas de doute.Dans cette preuve, j'ai beaucoup utilisé le double aspect d'une �èche de catégorie de�èches, qui est aussi un diagramme commutatif. J'ai tenté de distinguer clairement cesdeux aspects par un graphisme di�érent ; mais il est clair que dans la pratique, on prendfacilement des raccourcis et on ne fait plus systématiquement la distinction.8.6 RemarquesLa notion d'adjonction est une notion centrale de la théorie des catégories. Il existe doncune littérature nombreuse sur le sujet, avec une avalanche de résultats divers.Ainsi par exemple, nous avons un peu éludé un problème en parlant de l'adjoint d'unfoncteur, alors qu'il pourrait en exister plusieurs. Au fait, on peut montrer que s'il existe, unadjoint est unique à isomorphisme près ; ceci doit être compris dans le sens que si G et G0 sonttous deux des adjoints à droite (respectivement à gauche) de F , alors il existe un isomorphismenaturel de G à G0.



74 CHAPITRE 8. ADJONCTIONDe même, on peut s'intéresser aux résultats qui assurent l'existence d'un adjoint en fonctionde celle d'autres objets comme les limites ou les éléments universels.Cette notion est su�samment importante pour que chacun ait tenté d'en trouver unebonne dé�nition... c'est ainsi que [Mac71] en donne 7 caractérisations équivalentes, avec laplupart des preuves (mais pas celle que nous venons de voir).Notons au passage que Mac Lane propose aussi une discussion intéressante sur la genèsehistorique de ce concept � et sur les raisons qui ont retardé son émergence. En e�et, il a falludix ans entre la dé�nition des constructions universelles et celle des adjoints... (pour plus dedétails, cf.[Mac71])Avant de terminer ce chapitre, je tiens à relever deux subtilités importantes concernantla notion d'adjonction.Premièrement, il faut être conscient que l'on peut avoir plusieurs paires de foncteursadjoints entre les mêmes catégories. La métaphore que j'ai proposée pourrait tendre àfaire penser le contraire...Deuxièmement, il peut arriver que les deux catégories en jeu soient confondues : celaa un sens de dire que F;G : A ! A sont adjoints. L'exemple le plus évident est celui dufoncteur idA, qui est son propre adjoint.J'utiliserai la notion d'adjonction dans le prochain chapitre, précisément dans le casne faisant intervenir qu'une catégorie ; cependant les foncteurs impliqués ne seront pasl'identité...



75
Chapitre 9Catégories cartésiennes closesLes catégories cartésiennes closes sont des catégories munies d'une structure supplémen-taire qui leur donne une expressivité équivalente au �-calcul typé.Le �-calcul typé est un système formel conçu pour parler des fonctions de plusieursvariables � et en particulier pour étudier leur calculabilité. Je ne le présenterai pas ici ; sivous voulez en savoir plus, référez-vous à [LS86], qui est entièrement consacré aux rapportsentre logique et catégories.Pour aborder le problème, commençons par regarder ce qui se passe dans SET.9.1 Les fonctions de plusieurs variablesPour aborder l'étude des fonctions de plusieurs variables, on cherche généralement à se ra-mener au cas à une variable. Une manière courante d'e�ectuer cette réduction est de considérerque la fonction est dé�nie sur un produit ; c'est ce que nous avons fait pour les foncteurs.Il existe cependant une autre méthode : on peut considérer une fonction de plusieurs va-riables comme une fonction de la première variable dont la valeur est une fonction des autresvariables.Ainsi par exemple la fonction f(x; y) = xy peut être vue comme une surface, c'est à direcomme une fonction f : R � R ! R:Ce point de vue est illustré par la �gure 9.1.Mais f peut également être vue comme une famille de droites paramétrées par leur pentex, comme suggéré dans la �gure 9.2.C'est le passage entre ces deux manières de voir la même fonction qui est au centre de lastructure d'une catégorie cartésienne close.9.2 Les catégories cartésiennes closesNous allons essayer de traduire ces idées en termes catégoriels. L'approche par les produitsnous est déjà connue : dans une catégorie A, on peut considérer les �èches de la formef : A�B ! C:



76 CHAPITRE 9. CATÉGORIES CARTÉSIENNES CLOSES
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Fig. 9.1: f(x; y) = xy vue comme une fonction dé�nie sur un produit
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Fig. 9.2: f(x; y) = xy vue comme une famille paramétrée



9.2. LES CATÉGORIES CARTÉSIENNES CLOSES 77La seconde approche, par contre, fait intervenir des éléments que nous n'avons pas encorevus. En e�et, notre catégorie A devrait contenir des objets qui ressemblent à des ensemblesde fonctions. Nous noterons (provisoirement) [B ! C] un tel objet. On s'intéresse donc à des�èches du type f : A! [B ! C]:Si l'on veut que toute ��èche de plusieurs variables� dans notre catégorie possède ces deuxaspects, il faut une correspondance entre ces deux types de �èches ; pour cela, �xons l'objetB. On peut alors s'intéresser aux isomorphismes du type(��B # A) �= (A # [B ! �])qui donnent une correspondance bijective entre des �èches dé�nies sur un produit et des �èchesà valeur dans un �espace de fonctions� 1.Si vous avez lu attentivement le chapitre précédent, vous devriez voir pointer le nezd'une adjonction...Habituellement, on note plutôt BC au lieu de [B ! C] 2, et on pose la dé�nition suivante :Dé�nition 39. Une catégorie cartésienne close est une catégorie Amunie d'un objet terminalT et d'un foncteur � : A�A ! Aqui envoie toute paire d'objets (A;B) sur un produit A�B de A et B. De plus, on demandeque pour tout objet B le foncteur �� B admette un adjoint à droite, dont l'image en C estnotée BC .L'existence du foncteur � exige un tout petit peu plus que l'existence des produitscorrespondant : jusqu'à maintenant, on ne pouvait que dire �un produit de A et B�, alorsque le foncteur � permet de dire � le produit de A et B�.On peut rapprocher cette démarche de celle qui permet de dé�nir la racine carrée d'unnombre : il existe deux nombres dont le carré est 4 (à savoir 2 et �2), mais la fonctionp� nous permet de parler de la racine carrée de 4.On peut tirer une conséquence immédiate de cette dé�nition en appliquant la proposition11 :Proposition 12. Soit A une catégorie cartésienne close. Alors pour toute paire d'objets A;Bde A, il existe une �èche eval : BA �A! Btelle que pour toute �èche f : C �A! B il existe une unique �èche�f : C ! BAtelle que le diagramme suivant commute : BA �A evalC �A�f�A f B1. Le foncteur ��B envoie un objet A sur A�B et une �èche f sur f � idB2. Comme le suggère cette notation, un tel objet est appelé objet exponentiel.



78 CHAPITRE 9. CATÉGORIES CARTÉSIENNES CLOSESLes notations introduites dans cette proposition deviendront plus claires après quelquesexemples...9.3 ExemplesSET est une catégorie cartésienne close... En e�et, le produit � est le produit cartésienusuel et pour des ensembles A et B, BA est l'ensemble des fonctions de A dans B. De plus,eval est évidemment l'évaluation habituelle des fonctions et pour f(c; a) : C �A! B, �f estla fonction f(c;�) dont la valeur en un c0 donné est une fonction de A dans B.Notons que comme pour le produit et la somme, l'exponentielle au sens ci-dessusinduit l'exponentielle usuelle sur les entiers au niveau de la cardinalité des ensembles : siA a n éléments et B en a m, alors AB en a nm.... et CAT aussi Si A et B sont des catégories, alors A�B est la catégorie produit dé�nieau paragraphe 4.3, et BA est la catégorie Fun(A;B) ; eval et �f sont alors très similaires aucas de SET.Ces exemples sont très simples, car les Hom-sets de ces catégories sont eux-mêmesdes objets de la catégorie (un ensemble de fonctions est un ensemble, et un ensemble defoncteurs porte une structure de catégorie), et constituent donc des candidats idéaux pournos �espaces de fonctions�. Le cas de GRF, par exemple, est plus compliqué : en e�et, unensemble d'homomorphismes de graphes ne porte pas de structure naturelle de graphe.Cependant, il ne faut pas perdre espoir :GRF est une catégorie cartésienne close Pour des graphes G et H, le produit G�Hest le graphe dont l'ensemble des objets est (G�H)0 = G0 �H0 et dont une �èche de (g; h)à (g0; h0) est une paire (a; b) avec a : g ! g0 dans G et b : h! h0 dans H.On véri�e facilement que cette construction nous fournit un produit au sens catégorieldu terme. La situation est un peu plus compliquée pour l'objet exponentiel :Notons � le graphe composé d'un seul n÷ud et pas de �èche ; � celui composé d'une �ècheet de deux n÷uds distincts (respectivement la source et le but de la �èche) ; s; t : � ! � leshomomorphismes qui envoient le seul n÷ud de � sur la source, respectivement le but, de laseule �èche de �.On peut alors dé�nir HG de la manière suivante :(HG)0 = Hom(G� �;H)(HG)1 = Hom(G� �;H)sourceHG = Hom(G� s;H)butHG = Hom(G� t;H)Il existe d'autres constructions de l'objet exponentiel dans GRF. Cependant, aucunene me paraît vraiment intuitive. Il n'y a donc qu'une solution en cas de doute... e�ectuerles véri�cations !



9.4. REMARQUES 79Une chose peut peut-être vous aider à mieux comprendre : un peu de ré�exion montreque G � � est essentiellement l'ensemble des n÷uds de G, vu comme graphe sans arêtes.En poussant un peu plus loin ce genre de raisonnement, on arrive un peu à �sentir� cetteconstruction...9.4 RemarquesLe principal intérêt des catégories cartésiennes closes réside dans leur étroit rapport avecle �-calcul. En e�et, étant donnée une catégorie cartésienne close, il est possible de dé�nir sonlangage interne, qui est un langage formel véri�ant tous les axiomes du �-calcul.Inversement, chaque �-calcul correspond à une catégorie, qui se trouve être cartésienneclose.On peut trouver le détail de ces constructions dans [BW90], ainsi que quelques résultatsde base dans ce contexte.Pour une discussion complète sur la question, reportez-vous à [LS86] ; après une brèveintroduction à la théorie des catégories et au �-calcul, cet ouvrage propose une étude détailléedes liens entre ces deux sujets. On apprend ainsi que si l'on considère le langage interne d'unecatégorie, puis la catégorie correspondant à ce langage, on obtient une catégorie équivalente àcelle de départ. De même, l'aller-et-retour dans l'autre sens donne lieu à un langage équivalentà celui de départ.Relevons de plus que cet ouvrage comporte de nombreuses notes historiques sur la genèsedes di�érentes théories impliquées, ce qui est su�samment rare pour être salué !
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Chapitre 10TopoiUn topos 1 est une catégorie cartésienne close dans laquelle on se donne la possibilité de par-ler de sous-objet. En e�et, la dé�nition en terme de classes d'équivalence de monomorphismes(cf. paragraphe 2.4) est tout à fait externe à la catégorie. Nous allons voir dans quelles circons-tances on peut internaliser cette notion, c'est à dire la représenter par des éléments internes� objets et �èches � à la catégorie.La théorie des topoi est un vaste sujet. Je ne vais en donner ici que les rudiments ;pour plus de détails, je vous donne quelques références à la �n de ce chapitre.Étant donnée une catégorie C, l'idée est de dé�nir un foncteurSub : C ! SETqui envoie chaque objet de C sur l'ensemble de ses sous-objets. Un topos est alors une catégoriedans laquelle ce foncteur est représentable (cf. paragraphe 7.1).Le problème est de savoir quelle doit être l'action de Sub sur les �èches de C. Pour y voirplus clair, étudions ce qui se passe dans SET.10.1 Les sous-objets dans SETSoient A et B des ensembles et f : A ! B une fonction. Nous cherchons à dé�nir lefoncteur de sous-objet sur f . Pour que tout marche bien par la suite, nous allons dé�nir Subcomme un foncteur contravariant. On doit donc avoirSub(f) : Sub(B)! Sub(A):Une manière canonique d'obtenir cela est de prendre l'image réciproque : pour B0 � B, onpose Sub(f)(B0) = f�1(B0) = fa 2 Ajf(a) 2 B0g:On véri�e facilement que cette dé�nition donne bien un foncteur SETop ! SET. Ona donc obtenu ce que l'on voulait.Cependant, il est di�cile de trouver une généralisation directe de ce point de vue pourd'autres catégories. C'est pourquoi il est intéressant de constater la chose suivante :1. Le pluriel de topos est topoi, prononcé �topoï�.



82 CHAPITRE 10. TOPOIProposition 13. Soient A,B des ensembles et f : A! B une fonction. Soit B0 � B. Alorsle diagramme f�1(B0)i h B0jA f Best un diagramme de pullback si i et j sont les inclusions canoniques et h la restriction de fà f�1(B0).Nous pouvons maintenant passer au cas général.10.2 Le foncteur de sous-objetSoit C une catégorie contenant tous ses pullbacks.On véri�e facilement que si i est un monomorphisme dans le diagramme de pullbackAj BiC f Dalors j est également un monomorphisme. Mieux : si on remplace i par un monomorphismei0 représentant le même sous-objet, son pullback j0 appartient au même sous-objet que j. Onpeut donc sans ambiguïté parler du pullback d'un sous-objet le long d'une �èche : dans le casci-dessus, le pullback du sous-objet représenté par i le long de f est le sous-objet représentépar j.On peut maintenant poser la dé�nition suivante :Dé�nition 40. Le foncteur de sous-objet est le foncteurSub : Cop ! SETqui envoie un objet C de C sur l'ensemble de ses sous-objets et une �èche f : C ! D de C surla fonction Sub(f) : Sub(D)! Sub(C) qui envoie chaque sous-objet sur son pullback le longde f . Je vous laisse le soin de véri�er que Sub ainsi dé�ni est bien un foncteur.10.3 TopoiNous avons tous les ingrédients nécessaires pour la dé�nition suivante :Dé�nition 41. Un topos est une catégorie T véri�ant les axiomes suivants :Top-1: T est cartésienne closeTop-2: T contient tous ses pullbacksTop-3: Le foncteur de sous-objet Sub : T ! SET est représentable



10.3. TOPOI 83En d'autres termes, un topos est une catégorie cartésienne close (Top-1) où l'on peutdé�nir le foncteur de sous-objet (Top-2) et où celui-ci est représentable (Top-3). C'est doncune catégorie cartésienne close dans laquelle on peut internaliser la notion de sous-objet.Nous savons (cf. 7.3) qu'un foncteur est représentable si et seulement s'il admet un élémentuniversel. On peut donc appliquer la proposition 9 (page 65) au foncteur Sub : Un élémentuniversel de Sub est un objet 
 de T et un sous-objet 
0 vrai 
 tel que pour tout objet A ettout sous-objet A0 A il existe une unique �èche � : A! 
 telle qu'il y a un pullbackA0 
0vraiA � 
L'isomorphisme naturel � : Sub(�)! Hom(�;
)exigé par Top-3 envoie donc A0 sur �.On peut préciser cette situation :Proposition 14. L'élément universel 
0 de Sub est l'objet terminal de T .Preuve. Soit A un objet de T . On peut voir A id A comme un sous-objet de A. Dans cecas, on a un pullback Aid 
0vraiA � 
qui nous fournit une �èche A! 
0.Supposons maintenant que f et g soient deux �èches A! 
0 ; par composition avec vrai,on obtient deux �èches A! 
. Or on véri�e facilement que les deux carrésAid f 
0vraiA vrai�f 
 Aid g 
0vraiA vrai�g 
sont des pullbacks. Donc ces deux �èches induisent le même sous-objet A de A. Comme Sub(�)et Hom(�;
) sont isomorphes, on peut en conclure quevrai � f = vrai � g:Mais comme vrai est un monomorphisme, cela implique que f = g.On a donc montré que pour tout objet A il existe une et une seule �èche A! 
0.En vertu de cette proposition, on note généralement 1 au lieu de 
0. De plus, l'objet 
est généralement appelé classi�cateur de sous-objet. La �èche � est appelée fonction caracté-ristique du sous-objet.Nous verrons mieux le rôle de ces di�érents éléments en considérant quelques exemples.



84 CHAPITRE 10. TOPOI10.4 ExemplesComme l'intuition de la construction d'un topos nous vient de la catégorie des en-sembles, commençons par elle :SET est un topos Nous savons déjà que SET est une catégorie cartésienne close et qu'ellecontient toutes ses limites (donc en particulier ses pullback).Un classi�cateur de sous-objet dans SET est un ensemble à deux éléments, disons f0; 1g ;on peut alors prendre pour l'objet terminal 1 le sous-ensemble f1g muni de son injection vrai.Dans ce cas, la fonction caractéristique de A0 � A est la fonction qui vaut 1 sur A0 et 0en dehors.Cette construction vous est probablement familière. Ce n'est pas un hasard si ontrouve cela pour SET, car si l'on y ré�échit, on a tout fait pour...Prenons encore un autre exemple :GRF est un topos On sait que GRF est une catégorie cartésienne close. On peut de plusmontrer qu'elle contient tous ses pullbacks � ce que nous ne ferons pas ici.Le classi�cateur de sous-objet peut être décrit comme un graphe 
 ayant l'allure suivante :inbothall source out neitherbutLe graphe terminal est celui composé d'un n÷ud et d'un �èche. L'homomorphisme vrai envoiece n÷ud sur in et cette �èche sur all.Étant donné un sous-graphe G0 d'un graphe G, on dé�nit ainsi la fonction caractéristique� : G! 
 :� Un n÷ud de G est envoyé sur in ou out suivant s'il est dans G0 ou non ;� Les �èches de G qui sont dans G0 sont envoyées sur all ;� Pour une �èche f qui n'est pas dans G0, il y a plusieurs possibilités :� Si la source de f est dans G0 mais pas son but, on pose �(f) = source ;� Si le but de f est dans G0 mais pas sa source, on pose �(f) = but ;� Si la source et le but de f sont dans G0, on pose �(f) = both.10.5 Quelques résultatsJe vous donne ici quelques résultats élémentaires de la théorie des topoi. Cela permetde voir qu'un topos est une �gentille� catégorie, où �tout se passe bien�.Proposition 15. Un topos contient toutes ses limites.



10.6. OUVERTURES 85Ceci découle du résultat tout à fait général qu'une catégorie qui contient un objet terminalet tous ses pullbacks contient toutes ses limites. Dans certains textes, Top-2 est remplacé parl'exigence équivalente que T contienne toutes ses limites.Proposition 16. Un topos contient toutes ses colimites.Là, par contre, la preuve est beaucoup plus di�cile...Proposition 17. Dans un topos, tout monomorphisme est un égalisateur et tout épimor-phisme est un coégalisateur.Proposition 18. Dans un topos, une �èche qui est à la fois un monomorphisme et un épi-morphisme est un isomorphisme.On retrouve donc ici un résultat classique de SET, que nous avons montré être fauxdans une catégorie quelconque (cf. page 25).Dans un autre ordre d'idée, on a :Proposition 19. Soient T1 et T2 des Topoi. Alors la catégorie T1 � T2 est un topos.On pourrait continuer longtemps ; je vais cependant m'arrêter ici. Pour en savoirplus dans un domaine particulier, référez-vous aux ouvrages que je cite dans le prochainparagraphe.10.6 OuverturesLa théorie des topoi rencontre un grand succès en mathématiques et dans les branchesconnexes, d'où une abondante littérature plus ou moins abordable. Ces quelques remarquessont là pour vous orienter vers tel ou tel aspect qui vous intéresserait plus particulièrement.Cette présentation est informelle et ne vise qu'à vous indiquer des pistes pour d'éven-tuelles lectures ultérieures.Les topoi et la théorie des ensembles Ce chapitre vous a convaincu, je l'espère, qu'untopos ressemble beaucoup à la catégorie des ensembles. Cependant, une di�érence fondamen-tale réside dans le fait que dans un topos, un sous-objet n'est pas forcément complémenté ; jeveux dire par là que si A0 est un sous-objet de A, il n'existe pas forcément de sous-objet A1de A tel que A est la �réunion disjointe� (le coproduit) de A0 et A1.Vous trouverez dans [BW90] une discussion sur les avantages que cette propriété apporteà la modélisation en informatique.Les topoi et la logique Comme les catégories cartésiennes closes, les topoi ont un liendirect avec la logique. Je ne m'aventurerai pas plus dans cette voie que je connais mal. Pouren savoir plus, reportez-vous à [LS86].



86 CHAPITRE 10. TOPOILes topoi et la topologie Le nom �topos� suggère que cette notion a un contenu géomé-trique. C'est en partie vrai, même si cette géométrie est bien loin de celle d'Euclide...Cet aspect des topoi est étroitement lié à un autre type d'objet mathématique, les faisceaux.Pour une introduction à ce sujet, vous pouvez consulter [Vic95] ou [Vic96] 2.Toutes ces facettes de la théorie des topoi sont aussi abordés dans [McL92], qui me sembleconstituer un bon ouvrage de synthèse. En�n, le lecteur motivé pourra s'attaquer à [Joh77],qui constitue la référence standard dans ce domaine.Le mot de la �n... Ce dernier titre ([Joh77]) est d'une lecture ardue même pour l'étudianten mathématiques que je suis. Il est cependant très complet, les sujet abordés englobant tousles aspects cités ci-dessus, et même d'autres :Finally, I have to state my position on the most controversial question in thewhole topos theory : how to spell the plural of topos. The reader will already haveobserved that I use the English plural ; I do so because (in its mathematical sense)the word topos is not a direct derivative of its Greek root, but a back-formationfrom topology. I have nothing further to say on the matter, except to ask thosetoposophers who persist in talking about topoi whether, when they go out for aramble on a cold day, they carry supplies of hot tea with them in thermoi 3.

2. Notez que malgré leur titre, ces deux textes ne me semblent pas d'une lecture très facile pour des nonmathématiciens.3. Je ne crois pourtant pas qu'il y ait d'autre usage en français que celui que j'ai adopté.



Deuxième partieLes systèmes évolutifs avec mémoire
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Chapitre 1IntroductionLa deuxième partie de ce travail sera consacré à la théorie des systèmes évolutifs avecmémoire 1 de A. Ehresmann et J.-P. Vanbremeersch. Vous êtes en droit de me demanderce qu'est cette théorie et pour quelle raison elle �gure dans ce travail. Commençons par lapremière question.La théorie des SEM propose un modèle général pour des systèmes complexes auto-organiséstels que certains systèmes biologiques ou sociologiques.À la base, cette théorie a été conçue pour modéliser les systèmes neuronaux et étudierles �processus cognitifs d'ordre supérieur (émergence de sémantique, conscience)� ([EV93]) quipeuvent s'y dérouler. Cependant, il peut être vu de manière plus générale comme une tentativede formalisation des phénomènes d'émergence. C'est pourquoi son champ d'application dépasse�nalement la biologie pour recouvrir de nombreux domaines.Le formalisme utilisé par la théorie des SEM est entièrement catégoriel. Ceci explique enpartie pourquoi j'en parle dans ce travail. Cependant, cette raison ne saurait su�re, car denombreux autres modèles utilisent également la théorie des catégories. Outre les applicationsnombreuses en informatique théorique 2, on pourrait citer les travaux de P. Boldini en psy-chologie ([Bol94, Bol95]), qui prolongent ceux de H. Henriquès ([Hen90]) ; ceux de R. Rosenen biologie théorique ([Ros91]) ; et ceux de J. Sallantin, quelque part entre épistémologie etintelligence arti�cielle ([Sal97]).Pour cette deuxième partie, je voulais présenter une théorie dont le formalisme soit en-tièrement catégoriel ; qui utilise certains outils catégoriels complexes (comme par exemple lescatégories de �èches) ; qui reste cependant � à peu de chose près � dans le cadre des conceptsque j'ai présenté dans la première partie ; et qui, de plus, fournisse des illustrations parlantesde ces concepts, pour les rendre plus intuitifs. Des di�érentes théories que j'ai citées, c'est celledes SEM qui répond le mieux à ces diverses exigences.En�n cette théorie semble proposer une alternative à l'omniprésente théorie des systèmesdynamiques pour étudier les structures émergeant de la dynamique d'un système. Or J.-P.Müller, codirecteur de mémoire, est à la recherche d'une telle alternative...Maintenant que vous savez ce qu'est la théorie des SEM et pourquoi j'en parle, nous allonspouvoir commencer son étude proprement dite. Je vais structurer la présentation en sept courtschapitres qui présentent chacun une idée forte du modèle. Avant d'entrer dans le vif du sujet,1. Par la suite, j'abrégerai systématiquement ces trois mots en SEM2. On peut en trouver quelques rudiments dans [BW90]



90 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONje désire encore faire deux remarques d'ordre typographique :� Dans cette deuxième partie, formel et informel seront beaucoup plus imbriqués que jus-qu'à maintenant. Je vais donc renoncer aux petites lettres qui signalaient mes remarquespersonnelles, pour éviter des mises en pages trop chargées...� À partir de maintenant, les dé�nitions que je donnerai vont changer de nature : jusquelà, il s'agissait de dé�nitions mathématiques, largement reconnues dans la littérature etles usages. Celles qui suivent, par contre, sont spéci�que à la théorie des SEM et n'ontpas la même généralité. C'est pourquoi elles seront précédées de l'abréviation SEM, aulieu du mot dé�nition que j'ai utilisé jusqu'à présent.Mes sources pour ce qui va suivre sont essentiellement [EV91] pour la ligne générale, [EV92]pour les détails mathématiques et [EV93] pour les questions concernant la temporalité. Lesautres articles cités dans la bibliographie ne m'ont servi que de références ponctuelles pourdes éléments manquant dans les trois premiers.
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Chapitre 2Systèmes hiérarchiquesLa notion de système hiérarchique permet de représenter à l'intérieur d'une catégorie lesrapports qui s'établissent entre divers éléments en interaction et dont la globalité forme uneentité d'ordre supérieur. Pour bien comprendre ce qui se passe, nous allons commencer parrevisiter la notion de (co-)limite.2.1 Limites et colimites revisitéesNous avons déjà évoqué le fait que les �èches d'une catégorie peuvent modéliser les com-munication � ou échanges d'informations � entre les di�érents objets. Une �èche f : A! Bpeut donc être vue comme un comportement de A envers B ou comme un aspect de A pour B.On peut alors reformuler les notions de limite et colimite dans ce contexte. Nous commenceronspar les colimites.Colimites Soient C une catégorie et D un diagramme de C admettant l'objet C pour coli-mite. On peut reformuler la dé�nition de la colimite de la manière suivante : pour tout objetO de C, on a une bijection entre les comportements globaux du diagramme D envers O etles comportements de C envers O. On peut donc considérer que la colimite C représente lecomportement global de D. Ceci permet de considérer C comme un élément complexe formédes Di mais non réductible à la simple réunion de ceux-ci (à moins que D ne soit discret).On peut aussi interpréter C comme un élément qui distille la même information que lediagramme D.Limites Supposons maintenant que la limite L de D existe. On a donc la propriété suivante :pour tout objet O de C, on a une bijection entre les comportements cohérents de O envers lediagramme D et les comportements de O envers L.Ce cas est un petit peu plus di�cile à interpréter que le précédent. Pour ce faire, nousallons utiliser une métaphore : supposons que les Di soient les di�érents éléments d'un organemoteur, par exemple les muscles d'une main, et que O soit un centre de contrôle utilisantcette main. Un diagramme D peut représenter une action cohérente impliquant de nombreuxmuscles, comme par exemple se saisir d'un objet. Dans ce cas, la limite L permet de représentercette action complexe en un seul objet de C. Notons que selon les cas, cette construction peutêtre faite par O, qui veut envoyer un seul ordre pour une action complexe, ou par nous, quidésirons modéliser les choses de manière plus synthétique.



92 CHAPITRE 2. SYSTÈMES HIÉRARCHIQUESDans la théorie des SEM, les colimites sont beaucoup plus utilisées que les limites. Peut-être est-ce dû à la structure profonde du système neuronal qui a servi de base pour cettemodélisation. Peut-être aussi que cela vient du choix des phénomènes que les auteurs désiraientmodéliser. Quoi qu'il en soit, il est important de se rappeler des deux interprétations que j'aiproposées pour les colimites, car je crois qu'elle constituent la clef pour la compréhension dela théorie qui va suivre.Notons que ces interprétations en terme d'information, d'action, etc. ne constituent qu'unmétaniveau par rapport à la théorie. D'un point de vue formel, il n'est pas nécessaire, dansles systèmes que nous étudierons, de distinguer les capteurs des e�ecteurs. Ceci ne sert �que�à mieux comprendre ce que nous faisons.2.2 Systèmes hiérarchiquesNous pouvons maintenant formuler la première dé�nition de la théorie des SEM :SEM 1. Un système hiérarchique est une catégorie dont les objets sont répartis sur un nombre�ni de niveaux, numérotés 0; 1; 2; :::, de sorte que chaque objet de niveau n � 1 soit la colimited'au moins un diagramme contenu dans le niveau n� 1.Un système hiérarchique est donc une catégorie qui permet de représenter des objetscomplexes formés à partir d'une organisation d'un niveau de complexité inférieur.Du point de vue technique, deux remarques s'imposent :� Premièrement, chaque niveau d'un système hiérarchique est lui-même une catégorie. Onpeut donc s'intéresser à un niveau isolé et l'aborder avec les outils habituels de la théoriedes catégories.� Deuxièmement, si les objets sont répartis en niveaux, cela ne veut pas dire que les �èchesle sont aussi ; au contraire, l'exigence que chaque objet soit colimite d'un diagramme deniveau inférieur signi�e qu'il y a forcément des �èches inter-niveaux. En e�et, il y a aumoins les �èches formant les cocônes ainsi que les compositions de celles-ci.Notons encore que selon ce formalisme, la complexité d'un objet dépend du point de vue quel'on a sur lui : un objet du niveau n peut être vu comme un objet complexe formé d'élémentsdu niveau n�1 ou comme un constituant simple d'un objet du niveau n+1. Ainsi une cellule,par exemple, peut être considérée comme un objet complexe incluant une organisation interneévoluée ; mais cette cellule peut aussi nous intéresser en tant qu'unité constituante d'un tissus.Dans leur modèle du système neuronal, Ehresmann et Vanbremeersch prennent pour niveau1 les neurones, et construisent les niveaux supérieurs à partir d'objets abstraits représentantdes opérations mentales de plus en plus complexes. Il est à noter cependant que dans certainscas, il y a déjà au niveau des neurones un élément qui se comporte comme la colimite d'undiagramme de neurones (�neurone-pilote�). Il faut donc être conscient que l'exigence que toutobjet du niveau n soit colimite d'un diagramme du niveau n � 1 n'implique pas que toutecolimite d'un tel diagramme se trouve au niveau n !
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Chapitre 3Systèmes évolutifsUn système hiérarchique, aussi intéressant qu'il soit, est essentiellement un objet statique.La notion de système évolutif nous permettra d'introduire une dimension dynamique dansnotre modèle.3.1 Systèmes évolutifsPour modéliser un système en évolution avec la théorie des catégories, nous allons sim-plement représenter l'état du système en chaque instant par une catégorie. Plus précisément,nous allons poser la dé�nition suivante :SEM 2. Un système évolutif se compose d'un ordre total T , appelé échelle de temps dusystème, et d'un foncteur K : T ! CAT. L'image par K d'un objet t de T est souvent notéeKt et est appelée état du système en t.Bien entendu, dans cette dé�nition, T est considéré comme une catégorie. Le foncteur Knous donne donc pour chaque t � t0 un foncteur transition de Kt dans Kt0 .Quelques remarques s'imposent :� Par commodité, on suppose que T est discret, c'est à dire que l'on peut parler de �l'instantsuivant�. Selon [EV91], cela ne représente pas une réelle limitation de la théorie. On peutpar contre sans problème prendre pour T un ensemble in�ni.� L'exigence que T soit un ordre total ne me semble pas essentielle pour la majeure par-tie de ce qui suit. On peut donc, si on le désire, prendre pour T un ordre partiel ouune structure plus générale et remplacer systématiquement �l'instant suivant� par �lesinstants successeurs�. Ceci permet par exemple de modéliser des alternatives.� Comme K est un foncteur, les transitions d'états ont une certaine cohérence ; en e�et,si l'on considère trois instants t � t0 � t00, la composition des transitions Kt ! Kt0 etKt0 ! Kt00 doit donner la transition Kt ! Kt00 . Ceci nous assure que le système nedépend pas trop de l'échelle de temps choisie.Il est important de noter que pour l'instant, seule la succession des instants nous intéresse.Nous n'avons pas de notion de durée. Celle-ci, ainsi que d'autres indicateurs temporels utiles,sera introduite au chapitre 5.Nous allons maintenant voir comment nous pouvons combiner les deux notions que nousavons dé�nies.



94 CHAPITRE 3. SYSTÈMES ÉVOLUTIFS3.2 Systèmes évolutifs hiérarchiquesSEM 3. Un système évolutif hiérarchique est un système évolutif dans lequel chaque catégorieKt est hiérarchique.Notation. Par la suite, nous noterons SEH pour système évolutif hiérarchique.Cette dé�nition permet de mieux cerner ce que nous voulons faire : nous allons tenterd'étudier comment un SEH peut évoluer dans le temps en augmentant progressivement lenombre de niveaux hiérarchiques des catégories représentant les états du système. Autrementdit, le but est de comprendre comment un système peut construire des objets abstraits de plusen plus complexes qui pourraient bien � selon les auteurs de la théorie � culminer dans desphénomènes tels que la conscience ou le langage...Avant d'en arriver là, nous avons encore bien à faire. Un des problèmes qui se posentmaintenant est le suivant : si l'on suppose le système ouvert, en communication avec son en-vironnement, il peut arriver que des éléments apparaissent ou disparaissent. Voyons commentnous pouvons représenter ces situations :Apparitions Ce point-là ne pose pas de problème. Si le foncteur transition entre deux étatssuccessifs n'est pas surjectif sur les objets, cela signi�e que de nouveaux objets sont apparus.Ceux-ci se reconnaissent au fait qu'ils ne sont pas dans l'image du foncteur considéré.Disparitions Ce cas est plus problématique. En e�et, un foncteur doit attribuer une imageà chaque objet de son domaine. Comment dès lors exprimer qu'un objet a disparu?La solution retenue par Ehresmann et Vanbremeersch est d'introduire dans les catégoriesun objet �poubelle� sur lequel seront envoyés tous les objets disparus. Encore faut-il s'assurerque toute l'information contenue dans ces objets disparaît bien avec eux. Pour obtenir cela,nous prendrons comme �poubelle� l'objet initial de la catégorie, que nous noterons 0. En e�et,un tel objet possède exactement une �èche vers tout autre objet. On peut donc considérerque, comme il di�use la même information à tout le monde, c'est à peu près comme s'il nedi�usait aucune information.Pour renforcer cette intuition, on peut se référer à la catégorie SET dont l'objet initial ;contient en e�et bien peu d'information...Ainsi nous ferons la supposition suivante :SEM 4. Chaque état Kt d'un SEH contient un objet initial 0, et celui-ci est préservé par lestransitions.3.3 RemarquesLa dé�nition de système évolutif que je présente ici n'est au fait pas exactement celle deEhresmann et Vanbremeersch. Ceux-ci se placent dans un contexte plus général, celui des�brations. Cependant, les �brations qu'ils considèrent sont su�samment spécialisées 1 pourêtre équivalentes à des foncteurs à valeurs dans CAT.Il peut cependant être intéressant de s'attarder quelques instants sur ce concept. Dansl'approche par les �brations, on considère au début l'ensemble des catégories Kt amalgamées1. D'après [EV92], un système évolutif est une �bration scindée au-dessus d'un ordre total T .



3.3. REMARQUES 95sous la forme d'une grande catégorie K. Ce n'est que dans un deuxième temps que l'on�découpe� ce K en plusieurs catégories �successives�, un peu comme on découpe ensuite lesétats en niveaux de complexité.Cette approche comporte l'avantage de considérer l'ensemble de l'histoire du systèmecomme une seule entité, rendant plus facile l'étude du processus dans sa totalité 2.De plus, les �brations utilisées étant un cas particulier d'une situation plus générale, celapeut suggérer des voies pour étendre la théorie si cela s'avérait nécessaire.Pour plus de précisions sur la théorie des �brations, vous pouvez vous référer à [BW90],qui y consacre tout un chapitre.

2. En fait, dans notre cas, on a aussi un tel objet sous la forme du foncteur K : T ! CAT. Cependant, cetobjet est plus di�cile à manipuler qu'une simple catégorie.
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Chapitre 4Centres de régulation et paysagesJusqu'à maintenant, nous avons considéré un point de vue externe et omniscient sur lesystème. Cependant, il est rare qu'un tel point de vue soit accessible dans la réalité. Nousallons donc nous intéresser aux points de vue que le système � ou des parties de celui-ci �peut avoir sur lui-même.4.1 Centres de régulationsDans [EV91], Ehresmann et Vanbremeersch motivent ainsi l'introduction de ce concept :Dans des système autonomes tels que les systèmes biologiques ou sociologiques,l'évolution est sous la dépendance d'une hiérarchie d'organes de régulation in-ternes qui analysent les contraintes internes et externes, et cherchent à modi�eren conséquence l'état du système et son rapport à l'environnement (ce contrôledevant être entendu en un sens fonctionnel et non volitif !)Pour modéliser ceci, nous allons introduire un nouvel outil :SEM 5. Un sous-système évolutif d'un système évolutif S est un système évolutif S0 dé�nisur la même échelle de temps T que S et tel que chaque état K 0t de S0 soit une sous-catégoriede l'état correspondant Kt de S.On peut maintenant formuler la dé�nition suivante :SEM 6. Soit S un système évolutif. Un centre de régulation de S est un sous-système évolutifC de S. Les objets de C sont appelés agents du centre de régulation C.Notation. Nous allons beaucoup utiliser ce concept par la suite ; nous allons donc la plupartdu temps l'abréger en CR.Notre but pour la suite va donc être d'étudier comment le ou les CR d'un SEH peuventin�uencer l'évolution du SEH de manière à obtenir un comportement complexe et cohérent del'ensemble du système.Dans ce contexte, un des premiers problèmes à apparaître est celui de la représentationdes connaissances d'un CR. En e�et, celui-ci n'a en général accès qu'à une partie de l'infor-mation qui circule dans le système ; le paragraphe suivant propose une solution (partielle !) àce problème.



98 CHAPITRE 4. CENTRES DE RÉGULATION ET PAYSAGES4.2 PaysagesL'idée est que l'information accessible pour un agent A est exactement représentée par les�èches de but A. Nous appellerons champ de l'agent A au temps t l'information accessiblepour A au temps t ; formellement, on poseSEM 7. Soient S un système évolutif, C un CR et A un agent de C. Nous appellerons champde A en t la catégorie de �èches (Kt # A).Les exemples proposés à la �n du chapitre 4 de la première partie devraient vous permettrede comprendre le pourquoi de cette dé�nition. Notons que la �èche idA est toujours un objetdu champ de A ; Ehresmann et Vanbremeersch l'appellent le �Soi� de A. Il est caractérisé parle fait que c'est un objet terminal du champ de A.En général, le fait qu'un CR soit formé de plusieurs agents reliés entre eux permet d'avoiraccès à plus d'information que celle de chacun des agents isolément. On serait donc intéresséà une catégorie qui contient la même information que l'ensemble des champs des agents. Orc'est exactement le sens que nous avons donné à la colimite dans le chapitre 2. Mais pourparler de colimite, il faut avoir un diagramme � ou un foncteur.Soient A et A0 deux agents du même CR. Il est clair que toute �èche A! A0 détermine (parcomposition) un foncteur du champ de A dans celui de A0. On a donc un foncteur Ct ! CATqui associe à chaque agent de C son champ au temps t. Nous l'appellerons le foncteur deschamps de Ct. On peut maintenant poser la dé�nition qui nous intéresse :SEM 8. Soient S un système évolutif et C un CR. Le paysage de C en t est la colimite dufoncteur des champs de Ct vu comme diagramme dans CAT.Chacun des champs de Ct est muni d'un foncteur vers Kt � la projection au sens où nousl'avons dé�nie pour les catégories de �èches. Par construction, ces foncteurs sont �compatibles�avec les échanges d'information entre agents, et donc à cette famille de foncteurs correspondun foncteur du paysage de C en t dans Kt (car le paysage est la colimite). Nous appelleronsce foncteur le foncteur distorsion. Il permet d'étudier la di�érence entre la connaissance duCR sur le système et l'état du système lui-même.Intuitivement, le paysage est formé par la réunion des di�érents champs qui le composent,où l'on identi�e les objets qui représentent la même information perçue par des agents di�é-rents.A titre d'exemple, imaginons qu'un élément du système soit �omniscient�, c'est à direqu'il ait accès à toute l'information du système. Nous représenterons un tel objet par unobjet terminal T de Kt. Alors on montre facilement que le paysage du CR composé de T estisomorphe à l'état du système Kt.Nous avons maintenant une bonne représentation de l'information accessible au CR en uninstant donné. Cependant, dans la plupart des systèmes �réels�, l'information met un certaintemps à circuler entre les agents, et ce phénomène rend certains aspects inobservables auniveau du CR, car ils ne �durent pas assez longtemps�.Ainsi, avant de pouvoir considérer l'information réellement utilisable par le CR, nous de-vons encore étudier de plus près le rôle du temps dans notre modèle.
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Chapitre 5Le tempsJusqu'à maintenant, nous n'avons considéré le temps que comme une manière d'ordonnerles événements d'un système évolutif. Nous voulons maintenant prendre en compte les duréesdes processus pour obtenir un modèle un peu plus riche. Pour ce faire, nous supposerons dèsmaintenant que les échelles de temps de nos systèmes sont des sous-ordres de l'ensemble R desnombres réels. On réintroduit ainsi de manière explicite la durée des étapes de nos systèmes 1.5.1 Stabilité, renouvellement et persistanceUne des premières questions que l'on peut se poser en parlant de durée est celle de la�longévité� des éléments de notre système. Nous allons introduire trois mesures qui permettentd'étudier cette question de plus près.Pour ce faire, nous allons nous placer au temps t d'un système évolutif S, et y considérerun élément B de niveau n, colimite d'un diagramme D de niveau n� 1.SEM 9. L'empan de persistance de B en t est la plus longue période � durant laquelle lestransformés 2 de D admettent comme colimite les transformés de B.L'empan de persistance mesure donc la durée pendant laquelle la composition de B resteinchangée. Cependant, il peut arriver que les composantes de B changent sans que cela nechange fondamentalement l'identité de B lui-même. Ceci nous pousse à introduire la notionsuivante :SEM 10. L'empan de stabilité de B en t est la plus longue période � durant laquelle il existedes diagrammes successifs Di, isomorphes à D, admettant B pour colimite.L'empan de stabilité mesure donc la période durant laquelle l'organisation de B restela même. Notons que les composantes peuvent changer durant cette période, si elles sontremplacées par d'autres qui remplissent le même rôle. Pour étudier ces remplacements, onpeut introduire la notion suivante :SEM 11. L'empan de renouvellement de B en t est la plus courte durée � telle qu'il existeau temps t + � un diagramme D0 de colimite B contenant des composantes qui n'existaientpas en t.1. Cette manière de procéder n'est pas la seule possible ; voyez les remarques à la �n de ce chapitre.2. Les transformés d'un élément en sont les images par les foncteurs transitions



100 CHAPITRE 5. LE TEMPSCe troisième indicateur meure donc la vitesse à laquelle les composantes de B se renou-vellent.5.2 Le temps d'un CRLa notion de durée telle que nous l'avons introduite est une durée externe au système, com-parable au temps absolu de la physique newtonienne. Cependant, les composantes du systèmeet particulièrement les CR peuvent avoir une �notion du temps� très di�érente de ces duréesabsolues. Nous verrons par la suite que les CR on un comportement plus ou moins cyclique,qui dé�nit quelque chose comme l'�horloge interne� du CR. Or cette horloge est fortementin�uencée par la rapidité de communication des agents entre eux et avec l'environnement.Nous allons donc introduire la notion suivante :SEM 12. A tout CR C d'un SEH doit être associé une durée d(C), appelée délai de propa-gation de C, qui représente la durée moyenne d'un échange d'information entre deux de sesagents.En pratique, ce nombre n'intervient que par son ordre de grandeur, et c'est pourquoi onpeut se contenter de cette dé�nition un peu �oue.On peut supposer que ce délai augmente avec le niveau de complexité des agents du CRconcerné. Ainsi par exemple, la durée d'une interaction entre deux molécules est négligeablepar rapport au temps nécessaire à la transmission d'un message entre deux cellules.Pour qu'un CR puisse construire son paysage, il est évident que ses agents doivent échangerdes informations. Qui plus est, il est souvent nécessaire que l'information puisse faire un aller-et-retour entre les agents pour pouvoir e�ectuer des comparaisons de leurs connaissances. Ilest donc naturel de supposer que la construction d'un paysage prend un temps au moins égalà 2d(C). Nous poserons donc la dé�nition suivante :SEM 13. Soit C un CR d'un SEH ; nous appellerons présent actuel de C au temps t l'inter-valle de temps [t; t+ 2d(C)].Il est clair maintenant que le paysage tel que nous l'avons construit au chapitre 4 nereprésente pas vraiment l'information utilisable par le CR. En e�et, certaines informationsne durent pas assez longtemps pour pouvoir être perçues directement. Nous verrons dans leprochain chapitre comment corriger la notion de paysage pour tenir compte de cette remarque.5.3 RemarquesDans leurs divers articles sur la théorie des SEM, Ehresmann et Vanbremeersch présententle temps de manières très di�érentes et parfois contradictoires. Ainsi les mêmes conceptsportent des noms di�érents, ou � ce qui est plus gênant � les mêmes noms désignent desconcepts distincts.J'ai donc essayé de proposer ici une synthèse des principaux éléments qui, si elle ne cor-respond pas à la lettre à la théorie de départ, en respecte au moins l'esprit.Pour ce faire, j'ai omis quelques indicateurs temporels supplémentaires qui apparaissentdans certains articles et qui ne me semblaient pas essentiels à la ligne générale de la théorie.Notons encore que sur la base des di�érentes mesures temporelles qu'ils introduisent, lesauteurs développent une théorie du vieillissement qui, selon leurs termes, �uni�e les di�érentes



5.3. REMARQUES 101théories du vieillissement connues� ([EV92]). L'idée est que certaines inégalités doivent êtremaintenues entre certains de ces indicateurs temporels. Quand ces contraintes ne peuvent plusêtre respectée, la dynamique du système en est modi�ée, notamment par le ralentissement durythme de travail des CR.
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Chapitre 6StratégiesNous avons distingué des sous-structures de nos systèmes que nous avons appelées centresde contrôles. Cependant, pour l'instant, il faut reconnaître qu'ils ne contrôlent rien du tout...Nous allons donc introduire les notions nécessaires pour donner à ces centres la capacité dediriger � ou du moins d'in�uencer � l'évolution du système.6.1 Paysage actuelSoient S un SEH et C un CR de S de délai de propagation d(C). Lorsque C veut construireson paysage, chacun des agents va échanger des informations avec les autres, sur la base deson champ à ce moment là. Nous avons vu que ce processus d'échange prend un temps del'ordre de 2d(C), c'est à dire la durée du présent actuel de C. Si certains éléments du champd'un agent disparaissent pendant cette période, il ne pourront pas être pris en compte dans lepaysage de C. En bref, l'information utilisable par le CR C est celle qui est disponible durantune bonne partie du présent actuel de C.Plus formellement, on peut construire un foncteurP : [t; t+ 2d(C)]! CATdont le domaine est le présent actuel de C, vu comme ordre partiel. Ce foncteur envoie chaqueinstant t sur le paysage de C en t, et chaque �èche sur le foncteur transition correspondant.En tant que diagramme dans CAT, ce foncteur admet une colimite C, dont les éléments sontles �trajectoires� des éléments des paysages instantanés.Cette catégorie C contient un peu trop d'information ; en e�et, un élément qui apparaîtraitdans le paysage juste avant la �n du présent actuel serait représenté dans C, alors qu'il neferait bien évidemment pas partie de l'information utilisable par C.On est ainsi amené à construire la sous-catégorie pleine P de C dont les éléments sontles informations qui apparaissent dans le paysage entre t et t + d(C), c'est à dire durant lapremière moitié du présent actuel.SEM 14. La catégorie P construite ci-dessus est appelée paysage actuel de C. Elle représentel'information e�ectivement utilisable par le CR C.De manière métaphorique, on peut évoquer l'exemple du cinéma : nous sommes incapablesde percevoir séparément les images successives d'une séquence �lmée, mais nous les percevonsà un niveau supérieur, sous forme de mouvement. Nous avons donc regroupé les informationsqui nous parviennent sous forme de trajectoires, perçues en tant que totalité.



104 CHAPITRE 6. STRATÉGIES6.2 Stratégies et complexi�cationsLa notion de stratégie permet à un CR de spéci�er la manière dont il voudrait voir évoluer lesystème 1. C'est donc un outil de spéci�cation. Nous n'aborderons par contre pas la questionde savoir comment un CR est capable de choisir une stratégie sur la base de son paysageactuel ; en e�et, cette question est très dépendante du système modélisé. On imagine bien quece processus sera di�érent s'il s'agit d'un processus cellulaire, du dispositif de contrôle d'unrobot, ou d'une société humaine !Dans la terminologie que nous avons développée, un CR peut vouloir supprimer des objetsou en regrouper certains sous forme d'une colimite. Il peut aussi souhaiter l'apparition denouveaux objets dans son paysage, pour remplir une fonction donnée 2. Du point de vueformel, ceci nous donne la dé�nition suivante :SEM 15. Soit K une catégorie. Une stratégie sur K est formée� d'un sous-ensemble S de l'ensemble K0 des objets de K, représentant les éléments àsupprimer ;� d'un ensemble C de diagrammes de K, représentant les diagrammes dont il faut cons-truire la colimite ;� d'un ensemble A, décrivant les objets à absorber.Dans certains de leurs textes, Ehresmann et Vanbremeersch introduisent des stratégies pluscomplexes, contenant par exemple la description de limites à construire en plus des colimites.La dé�nition ci-dessus regroupe les éléments communs aux di�érents articles et qui semblentdonc constituer une sorte de �base minimale� pour une stratégie. Nous verrons tout de mêmeau chapitre 8 un cas où il est souhaitable d'inclure la construction de limites dans une stratégie.Notons que la notion de stratégie a un pendant mathématique précis, appelé esquisse. Cesont de puissants objets de spéci�cation à l'intérieur d'une catégorie. Pour plus de détails,reportez-vous à [BW90], qui propose une bonne introduction à la théorie des esquisses.Ayant sélectionné une stratégie, un CR va généralement tenter d'anticiper son résultat, cequi lui permettra de comparer ses buts avec ce qui arrive e�ectivement, et, le cas échéant, de�recti�er le tir�. C'est là que la notion de complexi�cation entre en jeu.Étant donnée une stratégie (S;C;A) sur un état Kt d'un système évolutif K, on peuts'intéresser aux états suivants possibles Kit+1, munis de leur foncteur transition respectifs.Parmi ces états, on considère ceux qui remplissent les buts de la stratégie, c'est à dire qu'ilsvéri�ent les points suivants :� Tous les objets de S sont envoyés sur 0 par le foncteur transition ;� tous les diagrammes de C admettent une colimite dans Kit+1 ;1. Par commodité, je vais parler des agents et des CR comme s'ils étaient doués d'une volonté propre.Cependant, ceci n'est pas indispensable au modèle et peut être remplacé par tout mécanisme qui permetd'avoir une réaction circonstanciée dans une situation donnée...2. Notons que ce point est le seul de la théorie des SEM qui fait �gurer explicitement des objets externesau système � ou au paysage d'un CR � comme composante de la modélisation. Il serait intéressant de voirsi l'on peut s'en passer pour obtenir une modélisation d'un système qui fonctionne exclusivement sur la basede sa structure interne.



6.3. UTILISATION PAR LES CR 105� Kit+1 contient tous les objets de A.Or parmi ces états suivants véri�ant les buts, on peut montrer qu'il en existe un minimal,et que celui-ci est unique (à isomorphisme près !).SEM 16. La catégorie minimale véri�ant les buts d'une stratégie est appelée complexi�cationselon la stratégie donnée.Pour obtenir une dé�nition plus formelle de la complexi�cation, il faudrait se plonger unpeu plus profondément dans la théorie des esquisses, ce que nous ne ferons pas ici. Relevonssimplement que cette théorie démontre qu'étant donnée une stratégie, on peut construireexplicitement la complexi�cation correspondante, ce qui est important pour la pertinence denotre modèle !6.3 Utilisation par les CRNous avons représenté l'information accessible à un CR par une catégorie, le paysage actueldu CR. Celui-ci pourra donc sur cette base préciser dans quel sens il désire voir évoluer lesystème. Ceci se fera bien entendu par le choix d'une stratégie sur son paysage actuel. Lacomplexi�cation du paysage actuel selon cette stratégie s'appellera paysage anticipé du CR.Malheureusement, Ehresmann et Vanbremeersch ne précisent pas quels sont les moyens quele CR peut e�ectivement mettre en ÷uvre pour in�uencer l'évolution du système. Peut-être est-ce parce que ce point-là, comme le problème du choix d'une stratégie, dépend aussi beaucoupdu système considéré. Toujours est-il que cette question mérite une ré�exion approfondie, carelle est assez centrale dans la théorie.Il serait notamment intéressant de se demander s'il est possible que dans certains systèmes,le choix d'une stratégie et la construction de sa complexi�cation constituent le mécanismemême de sa mise en ÷uvre. En e�et, comme nous n'avons pas distingué les �organes e�ecteurs�des autres composants de notre système, la �ré�exion� d'un CR pourrait, a priori, provoquerune action sur son entourage.Si l'on se pose la question de la mise en ÷uvre des stratégies, une autre question apparaîtimmédiatement : que se passe-t-il si plusieurs CR cohabitent dans le système, et élaborent desstratégies? cette question fera le sujet du chapitre suivant.
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Chapitre 7Dialectique entre centres de régulationJusqu'à maintenant, nous n'avons considéré qu'un seul CR à la fois. Or dans la plupartdes situations, il existe une famille de CR de niveaux hiérarchiques divers qui in�uencentsimultanément l'évolution du système. Nous allons donc introduire la notion suivante :SEM 17. Soit S un SEH ; un ensemble de CR de S sera appelé système de régulation de S.Mais la présence simultanée de plusieurs CR dans notre système pose immédiatement laquestion de leurs interactions ; en e�et, deux CR distincts peuvent élaborer des stratégiescon�ictuelles, dues à la di�érence de l'information à laquelle ils ont accès � ou simplementaux fait qu'ils ont des buts divergents.Nous allons donc étudier comment diverses stratégies simultanés peuvent se renforcer l'unel'autre ou au contraire entrer en con�it. Mais auparavant, nous allons résumer un peu ce quenous savons sur les habitudes de vie de nos CR...7.1 Le cycle d'un CRComme nous l'avons vu, la fonction d'un CR est de choisir puis de mettre en ÷uvre desstratégies successives. Normalement, ce processus se déroule de la manière suivante :� Dans un premier temps, le CR rassemble et compare les informations qui lui parviennent.Il construit son paysage actuel, qui résume l'information qui lui est accessible.� Ensuite, il choisi une stratégie sur la base de ce paysage. Rappelons que la manière dontce choix est e�ectué est très dépendante du système considéré et ne semble pas pouvoirêtre modélisée en toute généralité.� Après cela vient la phase de mise en ÷uvre de la stratégie sélectionnée et de constructiondu paysage anticipé. Cette phase semble également très dépendante du système étudié.Dans certains cas, il se peut que la mise en ÷uvre de la stratégie soit précisément laconstruction du paysage anticipé.� Au début de l'étape suivante, après la construction du nouveau paysage actuel, le CRpeut comparer son paysage anticipé au paysage e�ectivement obtenu � et éventuelle-ment utiliser cette information pour a�ner le choix de la nouvelle stratégie.



108 CHAPITRE 7. DIALECTIQUE ENTRE CENTRES DE RÉGULATIONLes stratégies sélectionnées peuvent être répercutées au niveau du système par le foncteurdistorsion (cf. chapitre 4). Ceci permet de rassembler les stratégies des di�érents CR sur leurpaysage en une stratégie globale sur le système 1. L'état suivant du système peut alors êtreconstruit sur la base de cette stratégie globale et de l'in�uence de l'environnement.On voit donc que, qualitativement du moins, le fonctionnement d'un CR est de typecyclique. La durée de chacun de ces cycles est bien entendu variable, mais on peut supposerque son ordre de grandeur est constant. On peut ainsi dé�nir la période du CR, du moinsapproximativement.Comme précédemment pour le délai de propagation (cf. paragraphe 5.2), et pour les mêmesraisons, nous supposerons que la période d'un CR augmente avec son niveau de complexité.Notons que dans certains cas, le déroulement d'une étape doit être interrompu car lastratégie choisie ne peut pas être mise en pratique. Ceci peut être dû à un changement provoquépar l'environnement, mais aussi par l'action antagoniste d'autres CR du système. Dans tousles cas, une telle interruption est désignée par le terme fracture.Il est intéressant d'étudier de plus près les di�érentes causes possibles d'une fracture. Ilpeut arriver que la stratégie choisie soit rendue impossible par l'environnement lui-même ; ene�et, le CR n'a qu'un accès restreint à l'environnement du système, et il peut arriver que lastratégie qu'il choisit ne puisse pas être répercutée au niveau global.Il peut également arriver que d'autres agents empêchent la mise en ÷uvre de la stratégie ;ceci peut être dû au fait que les autres CR n'ont pas les mêmes buts. Il est aussi possiblequ'un autre CR aie les même buts, mais que son paysage soit su�samment di�érent pour qu'ilchoisisse une stratégie opposée.Dans ce contexte, on peut considérer un cas particulièrement intéressant : celui où la pé-riode d'un CR de bas niveau est négligeable par rapport à celle d'un CR de haut niveau.Dans ce cas, nous parlerons de CR hétérogènes ; nous allons maintenant étudier de plus prèsla dynamique qui peut s'instaurer dans ce cas.7.2 Dialectique entre CR hétérogènesNous allons donc nous intéresser à un couple de CR hétérogènes ; pour clari�er la discussion,nous ajouterons le pré�xe micro- aux termes relatifs au CR de bas niveau (micro-CR, micro-agent, micro-paysage, ...) et le pré�xe macro- aux termes concernant le CR de haut niveau.Par hypothèse, il se déroule un grand nombre de micro-étapes durant une seule macro-étape. Les changements induits par les micro-stratégies sont généralement trop petits et rapidespour pouvoir être pris en compte dans le macro-paysage, mais leur accumulation peut tout demême provoquer des changements observables au macro-niveau, et même éventuellement unefracture.Inversement, l'action du macro-CR a de forte chances de se répercuter au micro-niveau,ce qui peut forcer les micro-agents à changer leur stratégies.On peut donc rencontrer les cas suivants :Synergie entre les deux CR Les micro-actions sont en accord avec la macro-stratégie ; ladynamique des deux CR en est ainsi forti�ée.Fracture au micro-niveau sans répercution au macro-niveau ; la fracture est provoquéepar un élément externe (environnement, autres CR que les deux que nous considérons,1. La manière d'opérer ce rassemblement est néanmoins un peu �oue, du moins dans mon esprit...



7.2. DIALECTIQUE ENTRE CR HÉTÉROGÈNES 109ou encore information insu�sante). La situation peut être débloquée par un simple ré-examen de la situation par le micro-CR, ou par une intervention extérieure, par exemplede notre macro-CR.Fracture au micro-niveau avec répercution au macro-niveau ; dans une situation ana-logue à la précédente, la fracture peut être assez importante pour se répercuter aumacro-niveau. Cette fois encore, la réparation peut découler d'une réévaluation, ou d'uneintervention extérieure.Fracture au macro-niveau imputable au micro-niveau Il peut arriver que les micro-changements accumulés durant une macro-étape rendent impossible l'exécution de lamacro-stratégie. Par exemple, les micro-changements peuvent amener à la disparitiond'éléments nécessaires à l'exécution de la macro-stratégie.Fracture au macro-niveau indépendante du micro-niveau ; comme dans le cas du micro-niveau, toutes sortes de facteurs peuvent induire une fracture au macro-niveau sans quecelle-ci ne soit due aux micro-changements.Dans les deux derniers cas, la fracture au macro-niveau peut (ou non) se répercuter aumicro-niveau, forçant ainsi le micro-CR à changer de stratégie.Selon Ehresmann et Vanbremeersch, cette dialectique permet mieux situer les modèlescontinus de certaines disciplines scienti�ques (physique, biologie, sociologie, ...) : ils décriventla macro-évolution du système, dont l'aspect est généralement continu. Cette continuité estcependant parfois ponctuée de �catastrophes� (au sens de Thom), qui re�ètent les fracturesprovoquées par le micro-niveau.
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Chapitre 8La mémoireDans ce chapitre, nous allons (en�n !) étudier comment les SEH peuvent développer unemémoire procédurale qui leur permet, d'après Ehresmann et Vanbremeersch, un véritableapprentissage par essais et erreurs. Mais nous allons d'abord revenir plus en détail sur laperception qu'un CR peut avoir d'un diagramme.8.1 Formes et sensNous allons considérer un état instantané Kt d'un SEH, un CR C et un diagramme D deKt.Jusqu'à maintenant, nous n'avons considéré l'information arrivant à C que sous son aspectglobal, sous forme de colimite. Pourtant, il peut être important de savoir quel agent reçoitquelle information. En e�et, la même information reçue par des agents di�érents pourra êtretraitée de manières di�érentes, dans des délais plus ou moins longs, etc. On va donc s'intéresserà la catégorie (D # C).Cette catégorie contient trop d'information. En e�et, elle contient tous les aspects deD pour C, alors que seuls certains d'entre eux sont e�ectivement observables par C. C'estpourquoi on considérera plutôt la sous-catégorie pleine de (D # C) dont les objets sont lesaspects de D pour C qui correspondent à des aspects observables dans le paysage actuel P deC.SEM 18. La sous-catégorie O de (D # C) décrite ci-dessus est la catégorie des observablesde D pour C.Considérons maintenant le foncteur projection (D # C)! C qui envoie chaque aspect surl'agent qui le perçoit. Sa restriction à O, que nous noterons F : O ! C, permet de représenterla perception F (O) que C a de D.SEM 19. Soient D;D0 deux diagrammes de Kt et O;O0 les catégories des observables corres-pondantes. Si O et O0 sont isomorphes au-dessus de C, c'est à dire s'il existe un isomorphisme� : O ! O0 tel que le diagramme O �F O0F 0C



112 CHAPITRE 8. LA MÉMOIREcommute, on dit que D et D0 ont la même forme pour C.En d'autres termes, deux diagrammes D et D0 ont la même forme pour C si les mêmesagents de C perçoivent les mêmes informations (à isomorphisme près).Le foncteur F dé�ni ci-dessus induit un diagramme F (O) dans C, donc également dansKt. On peut ainsi poser la dé�nition suivante :SEM 20. Si le diagramme F (O) dans Kt admet une limite S, celle-ci est appelée sens de Dpour C, ou C-sens de D.Attention ! il s'agit bien ici d'une limite et non d'une colimite ! La proposition suivantepermettra de mieux cerner le pourquoi de cette notion :Proposition 20. S'il existe, le sens de D pour C a la même C-forme que D.Cette notion permet entre autres de modéliser les commandes de mouvement qu'un CRpeut émettre, ce qui correspond à l'interprétation intuitive de limite que j'ai donnée au chapitre2. On peut encore relever une propriété agréable du modèle : si chacun des objets d de D �considéré comme un diagramme à un seul élément � possède un sens Sd pour C, alors le sensS de D pour C est la colimite des Sd. La structure hiérarchique de notre système se retrouvedonc au niveau des sens.Par contre, une question ouverte pour moi est de savoir comment cette hiérarchie des sensvient s'articuler avec le reste de la hiérarchie : une limite n'étant pas forcément une colimited'autre chose, certains sens risquent de devoir �gurer au niveau 0 de notre SEH, alors qu'ilsreprésentent des concepts de niveau bien plus élevé.8.2 Les systèmes évolutifs avec mémoireNous allons maintenant voir comment la notion de sens peut venir s'insérer dans le restede la théorie de manière à pouvoir doter nos systèmes d'une mémoire...Malheureusement, cet aspect qui représente un des grands intérêts de la théorie est assezpeu développé dans les articles d'Ehresmann et Vanbremeersch. Je n'ai donc pas réussi à enavoir une vision formelle complète ; cependant, je vais essayer d'en faire une présentation aussicohérente que possible 1.SEM 21. Un système évolutif avec mémoire est un SEH muni d'un sous-SEH M appelémémoire.Notation. Nous continuerons bien entendu à noter SEM pour système évolutif avec mémoire.Il s'agit maintenant de préciser le rôle et la structure de M ; l'idée est que cette mémoireva contenir les sens de certains diagrammes que l'on veut mémoriser.Ainsi, à chaque étape, la stratégie d'un CR donné pourra inclure la construction de limitesde diagrammes � leur sens, selon notre terminologie �, et Mt sera justement la catégoriedont les objets sont les sens construits jusqu'à l'instant t.1. Au fait, les auteurs parlent beaucoup de la mémoire de leurs systèmes, mais n'y accordent que très peude place dans les développements formels. On trouve un tel développement dans [EV92], mais il est pour lemois succinct...



8.3. REMARQUES 113Notons que nous devons pour cela admettre des stratégies un petit peu plus généralesque celles que nous avions jusqu'à maintenant, à savoir des stratégies qui permettent, en plusdes colimites, de construire des limites. Cependant, ceci ne change en rien les processus quirégissent la vie d'un CR.La question est maintenant de savoir quels sens il faut construire. Or c'est précisément cepoint qui me paraît encore nébuleux. Ma description est donc condamnée à rester relativementinformelle 2.Lors de l'une de ses étapes, un CR va inclure dans sa stratégie la construction d'un sensS représentant les éléments pertinents de son paysage actuel, et d'un sens S0 représentant lastratégie choisie 3. Il doit y avoir une �èche dans M de S à S0 ; intuitivement, cela veut dire :�dans telle situation, j'ai utilisé telle stratégie�.On peut après cela introduire un agent évaluateur dans C qui doit contenir dans sonchamp les �èches deM construite par C. Il peut ainsi les pondérer en fonction du résultat dela stratégie choisie � c'est-à-dire en fonction de l'adéquation entre le paysage anticipé et lepaysage actuel à l'étape suivante. Ceci permet donc d'encourager les stratégies qui, dans unesituation donnée, ont donné un bon résultat.8.3 RemarquesLa présentation ci-dessus mériterait plus de précision, j'en suis conscient. Je crains pour-tant, en cherchant à être plus précis, de m'éloigner de la ligne prévue par les auteurs de lathéorie. Cependant, il serait faux de penser que, puisqu'elles sont encore en partie informelles,ces idées sont sans valeur.C'est pourquoi je vous présente dans ce paragraphe quelques remarques personnelles etinformelles, dont le but est de vous montrer que les concepts ci-dessus pourraient être d'unegrande force � pour peu qu'on parvienne à les formaliser précisément.Les ré�exes Une question qui se pose encore est la suivante : une fois les situation mémo-risées, par la construction d'une limite, comment s'en rappeler ? Sans doute par un processusd'échange d'information le long des �èches qui relient le CR et les objets de M. Cependant,il me semble qu'un cas intéressant peut se présenter ; voyons de plus près ce qu'il se passe.Supposons qu'un CR C a mémorisé une situation sous forme d'un sens S. S est doncle sommet d'un cône limite sur C. Par conséquent, tout cône sur C peut factoriser par S.Autrement dit, toute information cohérente vers C dans son ensemble peut transiter parS. Ce dernier peut à ce moment là décider de propager ou non l'information vers le sensreprésentant la stratégie choisie.Ainsi, on peut se trouver dans une situation ou la mémorisation permet une exécutionpresque instantanée d'une stratégie, sans passer par le processus de décision du CR. On obtientdonc quelque chose comme la mise en place d'un ré�exe.Mémoire partagée Jusqu'à maintenant, nous n'avons considéré dans M que les �èchesindispensables ; mais une plus grande connectivité pourrait se révéler très intéressante. No-tamment, si plusieurs CR ont accès aux mêmes sens de M, l'apprentissage d'un CR pourraitêtre utile à un autre. On peut ainsi imaginer la mémoire comme un élément coordinateur des2. C'est à dire que je ne peux pas exhiber explicitement les diagrammes dont on veut construire le sens.3. Il y a donc un problème : ce dernier point modi�e la stratégie que le sens est censé représenter...



114 CHAPITRE 8. LA MÉMOIRECR, et donc comme une manière d'éviter autant que possible les fractures. Dans ce cas, onpeut raisonnablement espérer que le système deviendra de plus en plus stable au cours dutemps.Bien sûr, avant de pouvoir vraiment espérer ce genre de coordination, il faudrait préciserle formalisme utilisé... mais ces intuitions peuvent contribuer à encourager cette démarche qui,on le voit, pourrait se révéler fructueuse.



115
Chapitre 9ConclusionIl y aurait encore beaucoup à dire sur la théorie des SEM. Le but de cette deuxième partien'était pas d'en faire une présentation complète 1, mais plutôt de l'utiliser comme illustrationde certains des concepts présentés dans la première partie.Parmi les concepts que j'ai passé sous silence, on peut citer :Rétro-spection On peut s'intéresser à l'étude des systèmes dont les CR sont capables, lorsd'une fracture, d'enrichir leur paysage actuel pour y intégrer des éléments qui n'étaientau départ pas observables (car ils avaient une �durée de vie� trop courte). Dans [EV92],de tels CR sont décrits comme ayant �la propriété de rétro-spection�.On peut illustrer cette propriété par l'exemple d'un musicien qui peut, lorsqu'il a faitune fausse note, �disséquer� la mélodie qu'il vient d'entendre en notes distincte pourrepérer laquelle il doit corriger.Pro-spective Dans [EV92], Ehresmann et Vanbremeersch dé�nissent également la �propriétéde pro-spective�, qui se traduit par la capacité d'un CR à plani�er ses actions sur plu-sieurs étapes, au lieu d'une seule comme jusqu'à maintenant. Ceci nécessite la formationd'entités complexes dans la mémoire du système.Liens simples et complexes Une grande partie de [EV96] est consacrée à la distinction desliens 2 �simples� et �complexes� dans le système, ce qui permet de préciser jusqu'à quelpoint la partition en niveaux de complexité est intrinsèque à la structure de la catégorie.L'idée est de voir à quelles conditions un objet du niveau n, par dé�nition colimite d'undiagramme de niveau n � 1, peut être exprimé directement comme une colimite d'undiagramme de niveau n� 2.Dans certains cas � précisément lorsque des liens complexes interviennent � cetteréduction n'est pas possible, et la distinction des niveaux a donc un caractère intrinsèqueà la structure du système.Précisons encore que ces liens complexes apparaissent si certains objets sont colimitesde plusieurs diagrammes non isomorphes, c'est à dire s'ils peuvent être représentés parplusieurs structures non équivalentes. Ces objets sont appelés multifold objects 3.1. Ce serait di�cile, puisque cette théorie est encore en développement...2. Les auteurs parlent de �liens� pour désigner les �èches de leurs catégories.3. J'ignore les termes français choisis par les auteurs pour ce concept.



116 CHAPITRE 9. CONCLUSIONLes articles d'Ehresmann et Vanbremeersch contiennent également beaucoup d'exemples,allant de la réplication de l'ADN d'une bactérie ([EV89a]) au fonctionnement d'une entreprise([EV93]), en passant bien entendu par le système neuronal ([EV91]).Une description détaillée de ces exemples sortirait du cadre de ce travail, mais la variété desdomaines abordés montre la volonté des auteurs d'élaborer une théorie d'une grande généralité.Pour conclure, relevons que si les grandes lignes de la théorie sont bien tracées, plusieursdétails restent encore dans l'ombre. Parmi eux, citons :1. Il serait souhaitable de préciser les notions concernant la temporalité. Les di�érentsarticles que j'ai lu présentent toujours une certaine dose de �ou à ce sujet.2. La question de la mémoire mériterait un peu plus de précision au niveau formel (d'autantplus que cet aspect de la théorie est mis en avant par le nom système évolutif avecmémoire).3. Le problème des techniques de choix d'une stratégie par un CR est encore entier. Uneré�exion sur la possibilité d'aborder ce problème en toute généralité permettrait aumoins, le cas échéant, d'expliquer pourquoi ce n'est pas faisable...4. On peut faire à peu près la même remarque à propos de la mise en ÷uvre des stratégiespar les CR et la manière dont plusieurs stratégies concurrentes interagissent.Les deux premières questions trouveraient vraisemblablement leur solution dans un textede synthèse sur la théorie. Un tel texte n'existe pas encore ; néanmoins, Madame Ehresmannm'a annoncé qu'elle-même et J.-P. Vanbremeersch sont en train de rédiger un livre sur lathéorie des SEM. Nous attendrons donc patiemment...Concernant le problème de la mémoire, on peut tout de même se demander si l'idée d'unemémoire centrale, bien localisée, constitue la meilleure approche. Je n'ai pas rencontré dejusti�cation de ce choix jusqu'à maintenant. Peut-être les textes à venir seront-ils plus bavardsà ce sujet.Pour toute la problématique liée aux stratégies, il me semble qu'un rapprochement avec lathéorie In�uence-réaction de J. Ferber et J.-P. Müller ([FM96]) pourrait se révéler fructueux.Ce modèle, destiné à la programmation de systèmes multi-agents, décrit un monde où desagents 4 produisent des in�uences, lesquelles vont être combinées entre elles et avec la dyna-mique de l'environnement pour produire l'état suivant du système. Ceci ne me semble pas trèsloin de nos CR qui produisent des stratégies pour in�uencer l'évolution du SEH.Dans [FM96], les auteurs utilisent un formalisme logique pour décrire l'état du système 5,mais ils précisent que �the state of the environment can be represented by any structure�. Deplus, remplacer un ensemble de formules logiques par une catégorie ne représente pas forcémentun énorme changement, vu les rapports étroits entre catégories et logique.Ce rapprochement permettrait peut-être de suivre une voie qui n'est qu'évoquée dans[FM96], et qui consiste à ne pas séparer la présentation des agents de celle de l'environnement.C'est, me semble-t-il, à peu près ce qui se passe si l'on considère nos CR comme des agentsdans ce sens-là.Une étude plus approfondie de ces di�érents points permettrait peut-être d'aborder laquestion, toujours ouverte, du statut exact de la théorie des SEM : le modèle est-il assez4. Attention ! le mot agent est ici utilisé dans son sens informatique, distinct de celui de la théorie des SEM !5. Il s'agit du formalisme de STRIPS.



117précis pour �se prêt[er] à des simulations sur ordinateur� ([EV89b]), ou bien se situe-t-il àun niveau purement descriptif, �uncomfortably near the borderline of modelling for its ownsake� ([EV89a]) ? Actuellement, seules des simulations partielles et assez rudimentaires ontété réalisées. Mais Madame Ehresmann m'a assuré être �persuadée qu'un développement desimulations plus avancées pourrait constituer une orientation de recherche très fructueuse tantsur le plan pratique que théorique.�Ainsi, la recherche autour de la théorie des SEM a encore de beaux jours devant elle.Quant à nous, nous en resterons là, puisque le but de cette deuxième partie était de fournirune illustration de la théorie des catégories � et non une théorie complète et consistante dessystèmes complexes...



N+0=idN +1 +2 +3+4+5etc:
Aux di�érentes personnes de mon entourage qui ont suivi l'évolution de mon travail par celledes diagrammes qu'il contenait, et qui ont su y voir les choses les plus originales et les pluspoétiques...
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